21. Frecuencia compleja

Ing. Fernando Ubiria

En el cap. 7 se introdujo el concepto de funcion de transferencia. En el cap. 8
se introdujo el concepto de respuesta de frecuencia, estudiando el efecto de los
filtros de 1¢r orden en el comportamiento de una etapa amplificadora y el caso
particular de una cascada de n etapas amplificadoras cuyas frecuencias de corte
son iguales. En el cap. 10 se tratdo en forma general la realimentacion. Todos
estos estudios se llevaron a cabo utilizando sefiales de excitacion senoidales.

Para estudiar el comportamiento de un sistema cuya respuesta de frecuencia
tiene una forma mas compleja, se recurre al concepto de frecuencia compleja, el

cual es parte de la Teoria de Circuitos.

21.1 Definicion

Desde el punto de vista matematico, se dice que o
. ) i, flt)=Ke (1)
cualquier funcion que pueda escribirse en la forma:

donde K y s son constantes complejas, esta caracterizada por la frecuencia
compleja s . La frecuencia compleja s es simplemente el factor que multiplica a ¢t

en esta representacion exponencial compleja.

A partir de esta definicion y dependiendo de la forma de s , veamos como son

las diferentes funciones de excitacion que se pueden obtener:

) s=0 , v(t)=V,e" =V, esuna tensién continua

La frecuencia compleja de una tension o corriente constante (DC) es O

.e _ . _ ot .. .
ii) s=0+ j0 v(t) =V,e es una funcién exponencial

La funcion sera creciente o decreciente dependiendo del signo de ¢
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iii) s=jw
Recordemos primero que 0 — ; 6, —i6
p q _eje cosf +J.SCIl6 > &4+e%=2 cosO
por la formula de Euler: e =cost — jsent

Consideremos la sefial senoidal v(f) y apliquemos en ella la formula anterior:

(ej(wt+9) + efj(wt+6)) — (& ejﬁ) eju)t + (h efjﬁ)efjwt

2

m

v(t)=V_cos(wt+0)= %V

Tenemos la suma de dos exponenciales . o
. . . = v(t) =K;e" + K,e”
complejas con dos frecuencias complejas

*

Los dos valores de s son conjugados: $;=]J0 , $; =—Jo = §,=S§,

y los dos valores de K Vi e s Vi o
K=—7¢ , K,=K, =—c¢

también son conjugados: 2 2

Por lo tanto, el 1¢' y el 2° término son conjugados, lo cual era de esperarse, ya

que la suma debe ser una cantidad real.

iv) s=o0+jo
Consideremos la senal senoidal

v(t)=V, e’ cos(wt +0)
exponencialmente amortiguada:

Aplicando a v(f) la formula de Euler se obtiene:

1

v<t> ——V ect(ej((ut+9) + efj(u)t+9)) — (_m eje)e((Hj(x))t + (_m efjﬁ)e(ofj(x))t
2 " 2 2
Se necesita un par de frecuencias
complejas conjugadas para describir la $;=0+jo , §, = s: =0—jw

senoidal exponencialmente amortiguada

En general, ni ¢ ni ® son cero. Las tensiones constantes, la funcion exponen-
cial creciente o decreciente y la sefial senoidal son casos particulares. El caso
general es el de una onda senoidal cuya amplitud varia exponencialmente. La
parte real de s esta asociada con la variacion exponencial, cuanto mayor sea,
mas rapido sera el crecimiento o decrecimiento exponencial.

s=o+jo (2)
La parte imaginaria de s representa la frecuencia angular.
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21.2 La funcion de excitacion senoidal amortiguada
Sea una senal senoidal general, con variacion de amplitud exponencial:
v(t)=V,e" cos(wt +0) (3)

Usando la formula de Euler, la misma también se puede expresar en términos

de la frecuencia compleja indistintamente como:
v(t) =R (Vmem_e(ijBJ) o v(t) — S}{(Vmem_e(—jm— e)>

Cualquiera de las dos expresiones es adecuada. Utilizaremos la primera y

factorizando y sustituyendo s = ¢ + jo obtenemos:
v(t) =RV, ) = y() =R(V, e ") (4)

Esta ultima expresion de la senal senoidal amortiguada se parece a la
expresion de la senal senoidal no amortiguada que vimos en el cap. 4.9 al
estudiar el analisis mediante fasores, s6lo que ahora tenemos s en lugar de jo .
Se ha extendido el concepto de fasor y en lugar de restringirnos al estudio de las
excitaciones senoidales con sus frecuencias angulares, se incluye ahora también
a la senal senoidal amortiguada con una frecuencia compleja.

Supongamos que se aplica una senal senoidal exponencialmente amortiguada
a una red eléctrica y que la respuesta forzada que se busca es la corriente en
alguna rama. La respuesta forzada tendra la forma de la funcion de excitacion,

su integral y sus derivadas, por lo que se puede suponer que la respuesta es:
i(t)=T1,e"cos(wt+¢) o i(t)=R(I,e'"e") (5)

Donde la frecuencia compleja de la fuente y la respuesta deben ser idénticas.
Al aplicar una funcién de excitacion compleja a la red, se obtiene una respuesta
compleja cuya parte real es la respuesta real buscada. Se trabajara omitiendo la
notacion R( ), la cual podra reinsertarse en cualquier momento y deberd

reinsertarse siempre que se quiera obtener la respuesta en el dominio del tiempo.

Los pasos basicos a ejecutar son:

i) Caracterizar al circuito mediante ecuaciones integrodiferenciales de mallas

o nodos
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ii) Sustituir en dichas ecuaciones las funciones de excitacion dadas en forma
compleja y las respuestas forzadas supuestas (también en forma compleja).

iii) Efectuar las integraciones y derivaciones indicadas

iv) En todas las ecuaciones, cada término contendra el factor et , el cual se
“suprime” , sobreentendiéndose que se lo debera reinsertar si se desea
volver al dominio del tiempo.

v) Ahora, sin el operador R( ) ni el factor e, todas las tensiones y corrientes
han sido convertidas del dominio del tiempo al dominio de la frecuencia.
Las ecuaciones integrodiferenciales a su vez se han transformado en
ecuaciones algebraicas, que se pueden resolver tan facilmente como en el

caso del estado senoidal permanente.

21.3 Z(s) e Y(s)

Para poder aplicar las leyes de Kirchhoff a funciones de excitacion y a
respuestas forzadas complejas, es mnecesario conocer la constante de
proporcionalidad entre tension y corriente complejas en un elemento de circuito.

Estudiaremos el caso del inductor L de la fig. 1, entre cuyos bornes se aplica
una tension v(t) y como respuesta, lo atraviesa la corriente i(t).

Supongamos que u(f) es de la forma:
i(?) L
— YT0 o v(t)=V,e"cos(wt +0)=R(V,-e’¢) = R(V-e)
+ v(?) -

La corriente i(t) debera tener la forma:
fig. 1 :
i(t)=T1,e"cos(wt +q)=R(I,e"e")=R(Ie")

Sustituimos ahora estas expresiones en la ecuaciéon que define a un inductor:

dR(I-e")

T =R(sLI-e")

v=L-— = R(V-e')=L
Omitiendo la R que indica parte real, nos queda la respuesta compleja a una
funcién de excitacion compleja y suprimiendo el factor superfluo est, obtenemos
la relacion entre V e I . Su cociente

=sL (6)

es la impedancia, la cual ahora de- V=sLI = Zs)=

i—4|<

pende de la frecuencia compleja s.
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V e I siguen recibiendo el nombre de fasores. Cada R L C
una de estas cantidades complejas tiene una ampli- 1

tud y un angulo de fase. Mediante un razonamien- Z(s) R sL sC
to similar se obtienen las impedancias y admitan-

cias de resistores y condensadores a la frecuencia Y(s) % SLL sC
compleja s, las cuales se resumen en la tabla.

21.4 El plano de la frecuencia compleja

Al estudiar el fenémeno de la resonancia eléctrica, se consideré por primera
vez la respuesta de un circuito con excitacion senoidal como una funcién de la
frecuencia. En el caso particular del circuito resonante paralelo, se hallé que | Z|
es maximo a o, y minimo para ® = 0 y ® = o . Si dicho circuito fuese ideal,
tendriamos que |Z| = © para o,y que |Z| =0 para® =0y o = © . A estas fre-
cuencias se las llama frecuencias criticas. Si se excita al circuito con una fuente
de corriente senoidal I , la amplitud de la respuesta V vale O para ® = O , por lo

que se dice que la respuesta tiene un cero en ® = 0. Para o = o, , la respuesta

vale infinito y se dice que tiene un polo en o, . Finalmente, cuando ® — « se
observa que la respuesta tiende a cero, o sea que ® = « también es un cero.

Se puede también analizar la respuesta de frecuencia como una funcién de la
frecuencia compleja s . La grafica asi obtenida es muy util para el analisis de
circuitos y para determinar la estabilidad de un sistema realimentado.

La frecuencia compleja s requiere dos parametros ¢ y ® para ser especificada
por completo y se utilizan para ello dos ejes ¢ y jo perpendiculares entre si. El
plano determinado por ambos ejes recibe el nombre de plano de frecuencia
compleja o plano S, a cada punto del plano le corresponde un tnico valor de s.

Dada la funcion del tiempo correspondiente a una excitacién o respuesta for-
zada, se puede asociar su forma funcional con las diferentes regiones del plano
S. El origen representa un valor de DC. Los puntos sobre el eje 6 son funciones
exponenciales, decrecientes para ¢ < 0 y crecientes para ¢ > 0. Las funciones
senoidales puras estan en el eje jo positivo o negativo. Los puntos del semiplano
derecho, con excepcion del eje 6, corresponden a senales senoidales que crecen
exponencialmente. Los puntos del semiplano izquierdo, con excepcion del eje o,

corresponden a senales senoidales exponencialmente decrecientes.
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\/\/\t,\/\/\tf\/\/t
\J Vv |\ ~ O \J

fig. 2

Un tercer eje, perpendicular al plano S y que pasa por el origen, representa a
la magnitud de la respuesta, sea ésta |Z|, |Y|, |V,/V;| o cualquier otra
cantidad apropiada. Si se calcula esa magnitud para cada valor de s, la grafica
resultante es una superficie por encima del plano S (o apenas tocandolo).

Como ya dijimos, las frecuencias criticas son aquellas para las cuales dicha
cantidad vale cero (ceros) o infinito (polos) y se las puede representar mediante
un diagrama o patrén de polos y ceros bidimensional. Para ello, se marca en el

plano S a cada polo mediante una cruz y a cada cero mediante un circulo.

Ejemplo

. . . +
Para un cierto circuito, tenemos que Z (s) = #
s +2s+ 26

Calculando |Z(s)|, se obtiene la superficie de la fig. 3a

Tras resolver la ec. de 2° grado del 7 (s) — s+2
denominador, podemos escribir: (s +1-j5) (s * 1+J5)
Z(s) tiene un cero en s = — 2 y dos polos conjugadosens=-1+jSy s=-1-j5

En la fig. 3b se representa el correspondiente diagrama de polos y ceros
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Impedance plot

jo
X
-1+j5
plano S
_ zu c
10 -1-j5
X
(b)

fig. 3

21.5 La Repuesta Natural y el plano S
A partir del patron de polos y ceros de la respuesta forzada producida por una
funcion de excitacion arbitraria, se puede obtener la respuesta completa de un

circuito (natural + forzada) si ademas se conocen las condiciones iniciales.

i R Veamos el ejemplo de la figura 4. Tras cerrar el
—>

interruptor en t = 0, la fuente de tension y(t) hace
L circular una corriente i(t) compuesta por la suma

de la respuesta natural y la respuesta forzada.

fig. 4 i(t)=1,(¢) +1,(z)

La respuesta forzada se puede hallar en el dominio de la frecuencia, siempre
que u(f) tenga una forma que se \Y4 1 \Y

I(s)=—"—=— :

pueda transformar a ese dominio: - R +sL - L s+R/L

De acuerdo a lo expuesto en el apartado 21.2, if{) se obtiene reemplazando

por sus valores s, L y R, reinsertando el factor % y tomando la parte real R( ).

La respuesta natural tiene por definicion una forma que es independiente de

la funcién de excitacion. Esta, junto con las condiciones iniciales, sélo contribuye



21. Frecuencia compleja 21-8

a determinar la magnitud de la respuesta natural.

Podemos intentar obtener la respuesta natural como un caso limite de la
respuesta forzada, haciendo V¢ = 0. Pareceria que I(s) también deberia valer O,
pero esto no es necesariamente cierto si se esta operando a una frecuencia
compleja que es un polo simple de I(s). Como ambos, numerador y denominador,

pueden valer cero, I(s) no tiene por que ser cero.

La funcion de transferencia H(s) es

el cociente de la respuesta forzada de- H(s)= = I,(s)=VH(s)

seada dividida la funcion de excitacion:

Si Vg = 0, solo se podra obtener para la corriente un valor distinto de cero si

se trabaja en un polo de H(s) . Una corriente finita a esa frecuencia representa a

la respuesta natural. En nuestro ejemplo:

I(s)=A con s= —% + j0 y A esuna constante desconocida

Transformando esta respuesta

natural al dominio del tiempo:

La respuesta completa es entonces: i(t) =A-e s l'f(t)

Generalizando, la respuesta de la

. »0— —o
red de la fig. 5, la cual no contiene +
i . Red sin fuentes
fuentes independientes, se puede V., V,(s)
. . independientes
expresar mediante una funcion de -
transferencia que muestra todas las
frecuencias criticas. fig. 5
V,(s $—5S;)(s—s S—S,
Vs (5_52) (5_54) (S_SN)
Los polos de H(s) estan en s = s, , S4, .... ¥y por lo tanto para que V,(s) tenga

un valor finito a cada una de esas frecuencias, debe ser una posible forma
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funcional para la respuesta natural. Si se aplica una tensién de OV a la entrada
(lo que equivale a cortocircuitar los terminales de entrada), la respuesta natural

debera tener la forma:

v, (t)= A, e™+ A, &+ ... (8)

Cada A debera evaluarse a partir de las condiciones iniciales, las que incluyen

el valor inicial de cualquier fuente de tension aplicada a la entrada.

Resonancia en serie

En el circuito RLC serie de la fig. 6, la

tension del generador V es la funciéon de L R .
excitacion y la corriente I es la

respuesta. Nos proponemos hallar el v L
patron de polos y ceros de su funcion de

transferencia H(s) = I/V y su relacion con fig. 6

lo estudiado en el capitulo 6.

La impedancia presentada por el circuito al generador ideal de tension es:

s>+ sR/L +1/LC

Z(s):R+sL+i:L

sC s
Sustituimos en la expresion anterior el coe-
R 00 1
ficiente de amortiguacion exponencial a yla O = 2L = ) (3 , W, = \/L:C

frecuencia de resonancia no amortiguada ®,

s +208 + 0.
Z(s)=Lf

La funcion de transferencia buscada es la admitancia del circuito:

1 S
= = 9
Z(s) L Z+2as+o’ ®)

La frecuencia de resonancia no amortiguada o, , se puede expresar en funcion de

la frecuencia de resonancia amortiguada ®4 y de o :

2 2 2 2 2
Wy = Vo, — o = w0, =o,+a
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Sustituyendo ahora ®, en la ec. (9) se obtiene:

H(s)= 5

1
2 2 2
L s’+2as+a’+m;

Factorizamos el denominador aplicando a’ — b”> =(a + b) (a — b)

1 ;
L (s+a+jo,)(s+a—jo,)

H(s) (10)

El numerador tiene una raiz en s = 0 y en
consecuencia H(s) tiene un cero en el origen. 1o H(s)
El denominador tiene dos raices complejas =] Jo,
conjugadas en (— o —jmy)y (- a+joy) , las cuales /AN *ioq

corresponden a los polos de H(s) . De la relacion /

A "4

que existe entre a , 04y ®, , es evidente que la pry— S

QV

distancia desde el origen del plano S hasta uno \
de los polos de H(s) es igual a ®, . Si se traza un W———— - —jog

arco con centro en el origen del plano S y que

pase por uno de los polos, el corte con la parte fig. 7
positiva del eje jo es s = jo, .

Supongamos que mantenemos constante ®, manteniendo constantes Ly C y
que variamos el Q variando el valor de R . Conforme disminuye R, el Q aumenta
y la relacion que hay entre a y R indica que los polos se acercaran al eje jo y se

alejaran del eje ¢ . Los polos se moveran sobre un arco de radio ®, y centro en el
origen. Cuando R = 0, el Q es infinito y los polos se encuentran en s = + jo, .
Cuando R =2VL/C , tenemos que a = 0yel Q=1/2 . Se forma un polo
doble en s = — ®, y estamos en la condicion de amortiguamiento critico.
Si R >2VL/C tenemos que a>w, = ;= j\/oc2 — u)i . Sustituyendo ®4 en
el denominador de la ec. (10) obtenemos: (s + o — \/ru)j) (s +a+ \/m)

En consecuencia, hay dos polos sobre el semieje ¢ negativo.
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En la teoria de sistemas, se suele
Ao iy . .. .
J H(S) escribir la funcion de transferencia
usando como parametro el factor de

+jo, V1=

amortiguamiento relativo { = a/ o, . En la

proxima seccion, adoptar esa notacion nos

> permitira el uso de curvas universales.
()
Sustituyendo en laec. (9) a=C( o, se
—jo,V1-2 obtiene:
J
H(s)=—- (11)
fig. 8 L §+2Cw,s+w
Las raices del denominador de la ec. (11) son Si; = — Co, £ 000\/@2 — 1

Si{ > 1, el denominador tiene dos raices reales negativas. H(s) tiene un cero
en el origen y dos polos reales negativos. El circuito esta sobreamortiguado.

Si{ =1, el denominador tiene una raiz dobles en — o, . H(s) tiene un cero en

el origen y un polo doble real en — o, . E1 amortiguamiento es critico.
Si{ < 1, el denominador tiene dos raices reales complejas conjugadas en
$12=— Cw, * jo, \/1——2;2 . H(s) tiene un cero en el origen y dos polos complejos
conjugados. El circuito esta entonces subamortiguado. El vector que une los

polos con el origen tiene modulo ®, y forma con el semieje real negativo un

angulo igual a * cos™ (.
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21.5 Diagramas de Bode
Estos diagramas permiten trazar rapidamente una grafica aproximada de la
magnitud y fase de una funcion de transferencia. La magnitud se expresa en dB

y en ambos casos se usa una escala de frecuencias logaritmica para la abscisa.

N(s)
Consideremos la funcion de transferencia H(S) = D (s)
Sabemos que su respuesta de amplitud es H(jo) = —IEEJ m;I
jo

Si la expresamos en decibeles, obtendremos
20log [H(jo)| = 201og|N(jo)| - 20log D (jw |

Si se factorea N(s) y D(s) , ellos estaran compuestos por 4 tipos de factores:
a) Una constante, K

b) Una raiz simple en el origen, s

c) Una raiz real simple, 1 + s/a

d) Un par de raices complejas conjugadas, s°+2 Cw,s + (1)(2,

Para comprender la naturaleza de las graficas de la amplitud en dB, solo
necesitamos analizar las respuestas de amplitud de estos cuatro tipos de factor.
Si estos factores estan en el numerador, sus magnitudes en dB tienen signo posi-

tivo y si estan en el denominador, sus magnitudes en dB tienen signo negativo.

a) El factor K A
K[> 1
La ganancia, o pérdida, es 20-log K = K, K
o
La constante K, es negativasi |K| <1, % >
o ) -§ log ®
y es positiva si |K| > 1 E—K K| <1
La respuesta de fase es 0° si K es positivo ’
y es 180° si K es negativo A K>0
0
En la fig. 9 se muestran los diagramas de —
el
Bode de amplitud y fase correspondientes % -3 >
3 log ®
s K <0
—T

fig. 9
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b) El factor s

El factor s implica una pérdida o ganancia asociada de +20-log(®).

Si esta en el denominador, H(s)

1
. . +20 = e
tiene un polo en el origen y la & 10 5] 1 g
grafica de la magnitud en dBen 2o o T

> S T

.. .. 3 R — ~
funcién de la frecuencia tiene una g 10 ~_
-20 =
pendiente de —20dB/década o sea
0,1 05 1 5 10
-6dB/octava. Si el factor esta en
L+

el numerador, H(s) tiene un cero = 2 )

[
en el origen y la grafica de la =

3 1
magnitud en dB en funciéon de la | 5\

2
frecuencia tiene una pendiente de
0,1 05 1 o 5 10

+20dB/década o +6dB/octava. La wlris]
fase es constante para todo ® . fig. 10

c) El factor 1 + s/a

La magnitud es |H(J (1))|dB = i2010g|1 + ] w/a| = i2010g(1 + 032/82)1/2
y la fase es p(jo)=2(1+jw/a)' =+tg ' (w/a)

El signo depende de que el factor esté en el numerador o en el denominador.

Para obtener la aproximacion de

+12
la magnitud mediante segmentos = 16 (L+sfa) 227"
de recta, se buscan las asintotas 2 I I ~ N asintotas
de |1+ jo/al E
6 LR
Paraw — 0 o L+s/a
|H(J (D)ldB ~ 2010g(1) =0dB 0,25-a 0,5a a 2-a 4-a
Para ® — o —
e (1+s/a) &
H(jo)|ys~ +20log(w/a) dB 3 L~
Segun el caso, el multiplicar @ por 3 —
S _ =
. . 3 - Z 1 /1
10 aumenta o disminuye la mag e —
nitud en 20dB. La pendiente de la 0,25a 054a a 2.3 4a
asintota es de +20dB/década o w sl
fig. 11

+6dB/octava.
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Las asintotas se cortan en ® = a , en la

llamada frecuencia de corte. Si se frecuencia| |H(o)| aprox.
. . . o=a/2 +1dB 0dB
compara la aproximacion mediante las
asintotas con el verdadero valor de la w=-a +3dB 0dB
. . o =24a +7dB +6dB
magnitud se obtiene:

d) Un par de raices complejas conjugadas, s +2Cw,s + o,
Describiremos el par de polos (o ceros) conjugados en términos del modulo o,

y del argumento ¢ , tal como se hizo en la fig. 8 para el circuito RLC serie.

. P
En forma binémica, estos polos (ceros) son S$;; = — Co, £ J(Do\/l -C

Cuanto mas se acerca ¢ a n/2 , menor es el factor de amortiguamiento y

cuando ¢ se aproxima a 0, el factor de amortiguamiento es casi 1.

2
Para el estudio, es conveniente adoptar la forma (i) + 2?;(1)i +1

0

2
La magnitud es [H(jo)|;; = +20log|1 — ((%0) +j2C(gh)

(o]

) 2 +1 1. 2Cw/o,
y la fase es cp(]co)ZZ[l—(%) +]2§(wﬂ)] =*tg 1[72
0 0 1—(w/w,)

El signo depende de que el factor esté en el numerador o en el denominador.

Las asintotas en este caso son:

Para o << ®, +15
+10 :'I ‘.‘
: ~ — _ =06~ |'wC=0,1
|H(jw)|ss ~ 201log(1) =0 dB g s €=0, >
) pezzztdee--1o | Y
Para o >> o, 3 ° =
£ 5 =1 s o
. s NI
IH(j o)\ ~ =40log(w/w,) dB o asintota TN,
: . -15 R
La pendiente de esta asintota es 0,1 0,2 0,5 1,0 20 5,0 10
w/w,
de +40dB/década. Las asintotas °
fig. 12

se cortan en O dB para ® = ®,



21. Frecuencia compleja 21- 15

El factor de amortiguamiento ( tiene un papel importante en la exactitud de la
aproximacion. En la fig. 12 se han dibujado, para el caso de 2 polos, con trazo
lleno la aproximacion mediante las asintotas y con trazo punteado las curvas
para {=0,1, (=0,6y(=1,0.

Las fig. 13a y b son las curvas universales de magnitud y fase para el caso de
dos polos conjugados. Para un par de ceros conjugados, basta con invertir los

signos de las escalas de magnitud y de fase.

+20

+15

+10
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o

-10

-15

w/ w,

-40

-80

ew)[°]

b)
120

-160

-200

0,1 0,2 0,5 1 2 5 10
w/ w,

fig. 13
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Para construir el diagrama de Bode, se traza cada una de las graficas
correspondientes a los factores que aparecen en la funcion de transferencia y

luego se las suma.

— 28

Consideremos un sistema cuya funcion H(s) = . -
de transferencia puede escribirse como: (1 + 1—0)(1 m)

Tenemos una constante 20-log|—- 2| = 6 dB y un factor s en el numerador, lo
cual implica un cero en el origen y una pendiente de + 6 dB por octava.

En el denominador hay dos factores de la forma (1+ s/a), los cuales
determinan un cambio de pendiente de — 6 dB por octava a las frecuencias de
corte ® = 10 r/s y ® = 20.000 r/s. El resultado de la suma se representa
mediante trazo continuo.

En cuanto a la fase, el numerador tiene un angulo constante de — n/2 rad. A
€l se suman los angulos introducidos por los puntos de quiebre a las frecuencias

de corte ®=10r/sy o =20.000 r/s.

IHGo)las A
/
20 + i
/
/
_____ A
! .7 ! ! !
L r—t .l -
0,.,/ /[t 10N 100 10
// N a)
7 1 /4\
2 AN — =N
1+s/10 N 1+s/2:10°
ZH(jo) A
+n/2 1+
0 - 5 A >
17>30  1do 10°! \roil[\ 1051 10° o [rs]
~ I ~
7 |
| b)
|

fig. 14
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En ocasiones, la tarea de trazar el diagrama de Bode es sensiblemente menos
engorrosa si, en lugar de buscar obtener una expresion de H(s) que sea valida
para todas las frecuencias, usamos circuitos equivalentes parciales para

distintos rangos de frecuencias.

Ejemplo
" 2N5457
Cei r [ ] | =
33;1F o Ipss = 1mA
— 22nF vV, =0,5V
RD =
16%’0 R 18K v, §1§6LK Cour gm = 3,8 mS
G b

100K | Rg + — Cqs = 4,5 PF
Vq Cs T 270 T 15V ng _ 1,5 pF
_L_ Cpar. = 18pF

En el amplificador realimentado por Rg de la figura, hay en paralelo con la carga
R, una capacidad parasita C,,, Se desea extender la respuesta de alta frecuencia
del amplificador compensandolo mediante Cg .

1) Trazar el diagrama de Bode del amplificador sin compensar

2) Calcular el valor adecuado de Cg y trazar el nuevo diagrama de Bode

Frecuencias medias

R —g.'Ry/R — .
G B Rp/ Ry 100K 3,8mS-18K//56K _ 25,25

H(i — . — .
G, R+R, g Rs+1  600+100K  3,8mS-270 + 1

H(jo), ¢ = 201log [H(s),| = 201og|— 25,25/ = 28dB

Frecuencias bajas

Rg sC o 8n Rp . R, sC,
(R,#R;)sC,+1 g, Rs+1 (Rp+R;)sC,+1

H(s), =
H(s), tiene un cero doble en s = 0 y dos polos en:

§=— (Rg+RG)Cc1 y s=-— (RD+RL)Cc2
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Sustituyendo valores, las frecuencias de corte debidas a los polos son:

1 1

f. = =
M 2m(R,+Rg)C.;  2m100,6 K-33nF

= 48Hz

f1ou = . = 1 = 97,8Hz
’ 2n(Rp+R,)C., 2m(18K+56K)-22nF

Frecuencias altas

H(S) _ RG/SCI(RG+1/SC1) - gm.RD RL/SCL(RL+1/SCL) _
* R,+[R;/sC(R;+1/sC;)] g, Rg+1 Ry+[R /sC (R +1/sC)]
_ Ro/(Rg+Rg)  —guRp  RL/(Rp+Ry) C—cCac
RyRg'sC g, Re+1 RyRysC L= S0 ¥ Spar
— 4 —+
R, +Rg Ry+R,

H(s), tiene dos polos en:

R,+R, Ry+R,

S=———— y S=— ——
Rg'RG' Ci RD'RL' CL

Sustituyendo valores, las frecuencias de corte debidas a los polos son:

‘R —g ‘R,/R
C,=C,.(1- M) +C,(1— M) = 4,5pF-0,49 +1,5pF-26,5 = 42pF
8 grn'RS + ]- 8 gm'RS + ]-
g ‘Rg+1
Cp = Cyl1 )+ C,,, = 1,5pF-1,04 + 18pF = 19,56 pF

 —g.Rp//R,

¢ —_R+Re _ 600+100K
2" 2Ry R C;  27-600 -100K- 42 pF

= 6,35MHz

P = Rp+R,  _ 18K + 56K — 597 3 KHz
o 2m-Ry'R,-C.  2m-18K-56 K- 19,56 pF ’

Para las frecuencias bajas, sabemos que debido al cero doble en s = O habra
una asintota con una pendiente de +40dB/década hasta la f,;, , donde se
cortara con otra asintota que tiene una pendiente de +20 dB/década, la cual a
su vez se cortara en la f, ,,; con una asintota horizontal con H( jo), 45 = 28 dB.
Podemos trazar primero la asintota horizontal y luego proceder a trazar las otras

dos. Para las frecuencias altas, sabemos que en la f, ,,; la asintota horizontal se
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cortara con una asintota que tiene una pendiente de — 20 dB/década, la cual a
su vez se cortara en la f,;, con otra asintota que tiene una pendiente de

— 40 dB/década. En la figura se muestran el diagrama de Bode resultante y la

curva de respuesta de frecuencia obtenida al ensayar el prototipo.

+28 —

+24 ,/ \

+20

\
\

+16 / \

+12

mddulo [dB]

+8

+4 /

\\\\

10 100 1KHz 10KHz 100KHz 1MHz 10MHz
frecuencia

Para compensar el amplificador en alta frecuencia, debemos introducir Cg en
el calculo del circuito equivalente para frecuencia altas. Como el valor de Cq sera

relativamente grande, debemos ademas recalcular el valor de C; .

H(s) = Re /(Ry+R¢) — g.'Rop Ry /(Rp+Ry)
@ R.-R.-sC, R R, R, sC
—8 6 41 g > +1] 2L 14
R, +R sC¢(Rg+1/sC) R,+R,
_ RG/(Rg#Rg) —8aRp(sCsRg+1) Ry /(Rp+R)
TR, Ro'sC | 8wRe+sCRg+1 Ry RsC
Rg+RG RD+RL
Al agregar Cg, se 1 g. Rs+1
un ceroen §=— y unpoloen §=——-—
CS.RS CS.RS

introducen en Hf(s), :
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A efectos de realizar la compensacion, calcularemos Cq de modo que el cero

cancele el polo causado por el circuito de salida. Sustituyendo valores:

1 _ 1
R, 2m-597,3KHz-270

Cs = = 0,977 nF ~ 1nF

27n-f

2,0ut'

gnRs+1  38mS-270+1

£y ou = = = 1,194 MHz
T 2m.CeRg  2m-1nF-270

C,=C,+Cy,(1 _g‘“'RD//RL) 4,5pF +1,5pF-26,5 = 44,25 pF
.= + e e + . =
i gs 'gd gm'RS'I' 1 »OP »2 P ) > p

R +R

fon= ot = 600 + I00K = 6,28 MHz

T 2m R, R G, 27600 -100K- 44,25 pF

En la figura se muestran el diagrama de Bode resultante y la curva de

respuesta de frecuencia obtenida al ensayar el prototipo.
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24 /
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+16
J
+12 /
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