4. Circuitos RLC
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4.1 Fenomenos electromagnéticos

En 1820, Hans Christian Oersted descubriéo que una corriente eléctrica que
fluye a través de un conductor produce un campo magnético circular.

André Ampére demostro
luego, que dicho campo es
linealmente proporcional a

la corriente que lo produce.

Si se arrolla el conductor en

fig. 1

forma helicoidal, los campos

magnéticos de las espiras se refuerzan mutuamente.
Michael Faraday descubrio en 1831, que si un conductor es sometido a un

campo magnético variable, se induce en el mismo una tension. La tension

inducida surge en los tres casos siguientes:

1) Cuando un conductor movil atraviesa un campo magnético inmovil o,
viceversa, un campo magnético que se traslada atraviesa un conductor
inmévil o cuando un conductor y un campo magnético moviles se desplazan
uno respecto al otro. El sentido de la tension inducida depende de la
direccion del movimiento del conductor y del sentido del campo magnético y
esta dado por la Regla de la mano derecha.

2) Cuando el campo magnético variable de un conductor, actuando sobre otro
conductor induce en €l una tension (induccién mutua).

3) Cuando el campo magnético variable de un conductor induce en el mismo

conductor una tension (autoinduccion).

Regla de la mano derecha: Si colocamos la mano derecha a lo largo de un

conductor inmerso en un campo magnético, de modo que las lineas de fuerza que
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salen del polo norte entren por la palma de la mano y el dedo pulgar extendido
coincida con la direccion del movimiento del conductor, los otros cuatro dedos

extendidos indicaran el sentido de la tension inducida en el conductor.

En 1834, Heinrich Lenz enunci6 una ley universal para determinar el sentido
de la tension inducida en un conductor y por ende de la corriente que la misma
generara:

Ley de Lenz: El sentido de la tensiéon inducida serd tal, que la corriente
generada por ella y su campo magnético se opondrdn a la causa que originara

dicha tension inducida.

La magnitud de la tension inducida en el conductor depende de:

1) La densidad del campo magnético B

Y

Y

2) La velocidad de desplazamiento V del

conductor en el campo magnético

3) La longitud activa del conductor 1

4) La magnitud del seno del angulo a,
determinado por el sentido de movimiento fig. 2
del conductor y la direccion del campo
magnético v, = B1'V-sena
En los diagramas, cuando un conductor ha sido representado como seccion,

la flecha que indica la direcciéon de la corriente se representa por una cruz si la

misma fluye desde nosotros hacia la hoja y por un punto en el caso contrario.
Si se introduce un iman en una bobina

de alambre conductor, la aguja del galvané- s ¢ s ?

metro se desviara. La corriente inducida N ; N ;

circula en un sentido tal, que el campo —_ -~

magnético generado se opone al del iman ~ = ~ N

repeliéndolo. Cuando se extrae el iman, la C\D CD

S N

corriente inducida «circula en sentido

opuesto, el campo magnético de la bobina

se invierte y ahora atrae al iman. La tension fig. 3

inducida es proporcional a la velocidad con que se introduce dd
€="ar

El signo de - indica el sentido de la tensién inducida, segiin la Ley de Lenz.

o se saca el iman, o sea, a la velocidad de variaciéon del flujo:
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Fuerza electromotriz de autoinduccion

Si en la fig. 4 se activa el interruptor y se conecta la bateria a la bobina, en el
circuito surge una corriente eléctrica i que circulara en la direccion indicada por
las flechas. Tan pronto como aparece la corriente, surge un campo magnético
cuyas lineas de fuerza atraviesan el conductor de la bobina e inducen una
tension o fuerza electromotriz. Esta tension inducida, segun la Ley de Lenz, tiene
una polaridad tal que se opone al paso de la corriente. De este modo, la corriente
eléctrica aumentara paulatinamente, hasta alcanzar un valor que estara limitado
solamente por la resistencia 6hmica del circuito. A partir de entonces, circulara

una corriente conti-

A
l
B i
nua y desaparecera &
la tensiéon de auto-
inducciéon. A partir

de este momento,

T
|

~Yy

el campo magnético
sera constante. fig. 4

Si se conmuta el interruptor en el instante d , desconectando la bateria y
conectando los bornes de la bobina entre si, al desaparecer la corriente
disminuye el campo magnético debido a la misma. Se inducira ahora una fuerza
electromotriz en sentido contrario, que tendera ahora a mantener la circulacion
de corriente, haciendo que la misma disminuya paulatinamente.

Como vimos, la magnitud de la fuerza electromotriz de autoinduccion
depende de la velocidad de variacion del flujo electromagnético @ que atraviesa a
la bobina y por lo tanto de la velocidad de variacion de la corriente que lo genera.

El flujo magnético es proporcional a la corriente que fluye por el circuito. El
coeficiente de proporcionalidad se denomina inductancia, D=L 1
se lo simboliza mediante la letra L y se mide en Henrys.

Si la corriente en un circuito cambia a una velocidad di/dt, el flujo magnético
variara a una velocidad d®/dty la tension de d® di
autoinduccion que surgira en la bobina sera: °T dt -~ dt

El elemento de circuito que guarda esta relacion entre tension autoinducida y

corriente, recibe formalmente el nombre de inductor. Volveremos a hablar sobre

el mismo en breve.
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4.2 Generacion de la corriente alterna

Supongamos que en el interior de un campo magnético homogéneo, bajo la
accion de una fuerza exterior, un conductor metalico rectilineo de longitud [ rota
en el sentido de las agujas del reloj con una velocidad angular constante ®
expresada en rad/seg (fig. 5a). Para calcular la magnitud de la tension inducida,
debemos descomponer la velocidad V en dos componentes, una paralela y otra
normal al campo magnético B.

La componente normal es la que cuenta a los efectos de la generacion y esta

dada por: V,= Vsen a
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fig. 5

Durante el movimiento, el conductor ocupara diversas posiciones, hemos
marcado 8 posiciones situadas a intervalos de /4 rad, o sea cada 45°. La fig. 5b
es una grafica de la tension inducida instantanea v . Vemos que el valor de la
tension inducida varia con la posicion del conductor en forma proporcional al
sen o y tendra un valor maximo V= B[V cuando a = /2 rad. Ademas, al
pasar la linea neutra la direccién de la tensién inducida se invierte, conforme a la
regla de la mano derecha.

El angulo que forma el radio que une la posicion instantanea del conductor
con el centro de giro forma también el mismo angulo a con la linea neutra. Si
asumimos que en el instante inicial t = O el conductor esta sobre la linea neutra
en la posiciéon correspondiente a o =0, tendremos que o = ®-t.

Podemos entonces expresar la tension inducida y (t)

=V,sen(ot) (1)
en el conductor en funcion del tiempo como:
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La tension inducida v(t) sigue entonces una ley sinusoidal, cambiando su

direccion y magnitud periddicamente y repitiéndose exactamente a si misma.

Valor instantaneo: Es el valor en un momento dado de una magnitud variable y

se lo designa con una letra minuscula cursiva, por €j. v .

Periodo: El periodo define la duracion de un ciclo completo de u(t).
Es el menor numero positivo T para el que se cumple que v(t+T) = v(t) V t
En la fig. 5, hemos represen-

3 Si v(iot+T)=v(wt) YVt = T=2mrad. (2)
sentado v(t) en funcién de ot

En la fig. 6 hemos vuelto a dibujar la na
grafica de u(t) = V,'sen(wt) , pero esta vez Vi~
como funcién del tiempo. Ahora, el periodo
es un tiempo T que se mide en segundos. 0 T T g T T
Una onda senoidal debe completar 1/T vl iﬁﬁz 777777 )
periodos cada segundo. fig. 6
Frecuencia: Es el inverso del periodo y se mide en Hertz. .o 1 (3)
Si combinamos la ec. (2), con el hecho de que cuando se T
cumpla un ciclo debera haber transcurrido un tiempo T = olT=2xn

Combinando ambas ecuaciones, encontramos la relacion

entre la frecuencia f y la llamada frecuencia angular ®

Fase: Es posible elegir como tiempo

V., sen(wt)

inicial t = 0 un instante en el cual
el conductor no esté sobre la linea

neutra como en la fig. 5a, sino

formando un cierto angulo 6. Esto ot
nos lleva a una expresion mas

general de la tension inducida, Vi St (046)

pues la ec. (5) incluye ahora un fig. 7

dngulo de fase 6 en su argumento.

La figura 7 muestra las graficas v(t) =V, sen(wt+0) (5)

correspondientes a las ec. (1) y (9).
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Podemos ver que la onda de la ec. (5) se ha desplazado hacia la izquierda o
adelantado en el tiempo O radianes respecto a la onda seno original.

También se puede decir que la onda de la ec. (1) esta atrasada respecto a la
onda de la ec. (5). Se dice que las dos ondas estan fuera de fase. Si el angulo 0
fuera cero, los angulos de fase serian iguales y se diria que ambas ondas estan

en fase.

4.3 El inductor

El inductor es un elemento pasivo capaz de almacenar y entregar cantidades
finitas de energia. Como vimos en 4.1, Faraday descubrié que el campo magné-
tico variable de un conductor atravesado por una corriente variable, induce en el
mismo conductor una tension. Mostré ademas, que esa tension es proporcional a

la velocidad de variacion de la corriente que produce dicho campo magnético.

La constante de proporcionalidad recibe el nombre de _ L
inductancia y se la representa por la letra L , siendo su L_’(‘ﬂ“ﬂ\_
unidad el Henry. La fig. 8 nos muestra el simbolo con el que AR
se representa un inductor y la ec. (6) expresa la relacion fig. 8
entre la corriente que lo atraviesa y la tension entre sus
terminales. Observe que tanto i como v son funciones del v =L % (6)

tiempo y que v y la f.e.m. de autoinduccion e, que vimos
en el apartado 4.1, son iguales pero tienen signos opuestos.

El inductor ideal definido por la ec. (6), es un modelo matematico que sirve
para aproximar el comportamiento de un dispositivo real, el cual se puede

construir arrollando un alambre conductor en forma de bobina.

Por ejemplo, la inductancia de un inductor 0.394.7%. N2 (7)
cilindrico de una capa y con nucleo de aire, se 9r+10/
puede calcular mediante la ec. (7). Esta formula!l L - inductancia en pH

. . o . r - radio en cm
empirica tiene una precision del 1% si [ > 0,8'r. N - numero de espiras

I - longitud en cm

Si un inductor ideal es atravesado por una corriente constante, la velocidad
de variacion de la misma es di/dt = 0 y por lo tanto la ec. (6) nos dice que v =0, o

sea que se comporta como un cortocircuito para la corriente continua.

1 Publicada en Proceedings of the IRE de octubre de 1928 por Harold Alden Wheeler (1903 — 1996)
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Ejemplos 4

. . . 1+
Analicemos el comportamiento de un inductor

de 2 H, el cual es atravesado por una corriente cuya

N

forma de onda se muestra en la fig. 9a. Entre O y
ls, la corriente aumenta linealmente con una a)
pendiente de 1 A/s, obteniéndose una tension V(4

constante de 2 V. Entre 1 y 3 s, la corriente se

mantiene constante, por lo que v(t)=0. Entre 3y 4 s,

\J

la corriente disminuye linealmente con una

pendiente de -1 A/s, obteniéndose una tension
fig.9 b)
constante de -2 V.
La fig. 9b muestra la forma de la onda de tension en el mismo espacio de tiempo.
Observando el ejemplo anterior, podemos ver que si la corriente llegase a 1 A
en 0,5 s, la pendiente seria de 2 A/s y la tension en el inductor seria 4 V.
Es valido preguntarnos que ocurriria si el aumento de corriente fuera abrupto.

En ese caso, la pendiente seria infinita y por lo tanto también lo seria la tension

en el inductor, lo cual fisicamente no es posible.

Veamos ahora que sucede si la corriente i(t) que atraviesa un inductor es
sinusoidal. Si derivamos i(t) respecto a t para calcular su velocidad de variacion,
nos encontramos con que v(t) sera también sinusoidal pero adelantada 11/2 rad.
respecto a i(t), tal como lo muestra la ec. (8).

di

i=1_sen(ot) = v= LE =oL-I,cos(ot)= mL-Imsen(mHg) (8)

También se puede decir, que 4

. . l /”—\\\ e A Vm
la corriente que atraviesa al / N\
inductor esta atrasada 90° con
2 1,
respecto a la tension presente Y >
1 =T
[}
entre sus bornes. En la fig. 10 !
[}
[}
/ 1
se han graficado iy v. v E,

Veremos ahora que relacion

tienen ambas con la f.e.m. e.



4. Circuitos RLC 4-8

Si observamos la variacion de i en funcién de ot , vemos que la velocidad de
variacion es maxima cerca de sus valores nulos. La corriente alterna sinusoidal

varia entonces no sélo de magnitud y de direccién, si no que también varia su

velocidad de variacion. La f.e.m. de autoinduccion e dependera de la velocidad

de variacion de i, alcanzando su maximo valor cuando i = 0. Siguiendo la ley de
Lenz, ha de impedir la variacion de la corriente oponiéndose a que ésta crezca
cuando aumenta y sosteniéndola cuando disminuye. Puesto que en los circuitos
de AC la f.e.m. de autoinduccion se opone ininterrumpidamente a las variaciones
de la corriente, para que la corriente i pueda pasar por las espiras del inductor,
la tension de la red de alimentacion debe compensar la f.e.m. de autoinduccion.
En otras palabras, la tensiéon v en los bornes del inductor ha de ser en cada

momento igual y opuesta a e.

La corriente en el inductor en funcion de la tension
Reordenando la ec. (6) e integrando ambos miembros, podemos hallar una
expresion de i(t) en funcion de u(t). Los limites superiores de integracion seran el

tiempo t y la corriente i(t) y los limites inferiores un tiempo t, y la corriente i(ty).

di:%v-dt = 'if di:lfv-dt = ()= [ vdr+ilt,) (9)

Potencia y energia en el inductor

La potencia absorbida esta dada por el producto p=vi=Li di W
de la tension y la corriente, partiendo de la ec. (6): dt

La energia w; aceptada por el inductor se almacena en el campo magnético

alrededor de la bobina y es la integral de la potencia en el intervalode tya t.

t t . i(t)
wilt)=w(ty) = [ par =L i Ghar=L [ idi= JLAGOP{ily)F)
t, t, i(ty)

Si la corriente inicial i(ty) = O, entonces la ,
_ g = w,(t)== L[] (10)
energia almacenada en t, = O también es O. 2

Independientemente de su direccion, en cualquier momento en que i # O habra

energia almacenada en el inductor y no habra energia almacenada cuando i = 0.
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En un inductor ideal, se puede recuperar toda la energia almacenada.
En un inductor real, el alambre tendra un cierta resistencia asociada que
producira pérdida de energia. Un inductor real se puede representar mediante

un inductor ideal con una resistencia en serie.

Conexion de inductores en serie ; L, L,
Para calcular la inductancia equivalente L.q — T
+ v, - + v -
del circuito de la fig. 11, planteamos su <+> : L
_ )V N N
ecuacion de malla y sustituimos en ella
cada una de las tensiones por la ec. (6):
fig. 11
di di di di
VTV vyt vy =Lt Lt Ly = (L,+L,+ +LN)E
De donde podemos deducir que la inductancia .
equivalente de una agrupacion en serie de inductores L,= Z L, (11)

es igual a la suma de sus inductancias individuales.

Conexion de inductores en paralelo

Para calcular la inductancia equivalente L.,, escribiremos la ecuacion de nudos

€q’
del circuito original fig. 12 a), sustituiremos en ella las i, mediante la ec. (9) y la

compararemos con la ecuacion del circuito equivalente b).

+
ig v Ll LZ LN
9 fig. 12
N N 1 t
Zln zfj‘vdt+z = fvdt+Zzn (a)
n=1 n=l1 nt n= 1 n to

0

Por Kirchhoff, la corriente ig en el

1 :
instante t, es igual a la suma de las lg_L_fv'dt+lg(t0) (b)

€q t,
corrientes de las ramas i, en t,, por lo que
1

los dos términos integrales de las ec. (a) y L,= L 711 7L
1t yh.ot N

(12)

(b) deben ser iguales. La inductancia equi-

valente de los inductores en paralelo se calcula entonces mediante la ec. (12).
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4.4 El capacitor

El capacitor (o condensador) también es un elemento pasivo capaz de almace-
nar y entregar cantidades finitas de energia. La corriente que lo atraviesa es

proporcional a la velocidad de variacion de la tension aplicada.

La constante de proporcionalidad se llama capacidad y ; C
se la representa por la letra C, siendo su unidad el Farad. e ||
La fig. 13 nos muestra el simbolo con el que se representa tvo-
un capacitor y la ec. (13) expresa la relacién tension- fig. 13

corriente. Debe observarse que tanto v como i son funciones

del tiempo. El capacitor ideal definido por (13), es un i=C dv (13)
modelo matematico que sirve para aproximar el comporta- di

miento de un dispositivo real. Un capacitor real consta de dos superficies
conductoras separadas por una fina capa de aislante, sobre las cuales se
almacena una carga eléctrica cuando se les aplica una diferencia de potencial.

Cuando en el capitulo 1 estudiamos la corriente

._d
eléctrica, definimos su intensidad i como: 1= d_z
Si sustituimos la definiciéon de i en la ec. (13), simplificamos
e integramos ambos miembros, obtendremos la ec. (14), la g=Cv (14)

cual nos permite calcular la carga en Coulombs almacenada en un condensador.
Si hay una tension constante aplicada a un capacitor, la velocidad de
variacion de la misma dv/dt = 0 y la ec. (13) nos dice que la corriente i= 0, o sea
que se comporta como un circuito abierto para la corriente continua.
Si, por el contrario, hubiera un salto abrupto en la tension v, tendriamos que

dv/dt = o , lo cual implicaria i = o , lo que no es posible fisicamente.

La tension en el capacitor en funcion de la corriente
Reordenando la ec. (13) e integrando ambos miembros, podemos hallar una
expresion de u(t) en funcion de i(t). Los limites superiores de integracion seran el

tiempo t y la tension u(t) y los limites inferiores un tiempo t, y la tension

correspondiente u(ty).



4. Circuitos RLC 4-11

Ejemplos (6 A (@A)

Sea un capacitor de 5 pF al que se le aplica un

pulso rectangular de corriente de 20 mA y 2 ms de  *°

duracion, como se muestra en la fig 14a. Se supone 0 1 5 3 7

ademas que en t = O el capacitor esta descargado y a)

por lo tanto v(0s) =0 V.
v 4 (V)
La ec. (13) nos dice que sélo puede circular 3T

corriente cuando v varia, por lo tanto v debe variar

entre 0 y 2 ms y luego mantener un valor o 2 3 4 t(ms)
constante. Analizaremos entonces dos intervalos

por separado: a) 0<t<2ms y b)2ms<t.

a) Sustituyendo valores para 0 <t < 2ms en la ec. (15):

El resultado de la integral 20 mA

SuF

t
[20mA -dr+v(t,) = t]L+0
F 0

es la ecuacion de una recta:

La tension aumenta linealmente desde O V para t = 0 hasta 8 V para t = 2 ms

b) Sustituyendo valores

v(t)=

¢ > 2ms | i) = 0 F F det+8V_0+8V—8V V t>2 ms
para ms , 1 = w

2ms

Veamos ahora que sucede si la tension u(t) que se aplica a un capacitor es
sinusoidal. Si derivamos v(t) respecto a t para calcular su velocidad de variacion,
nos encontramos con que i(t) sera también sinusoidal pero adelantada 11/2 rad.

respecto a u(t), tal como lo muestra la ec. (16).

v=V_sen(ot) = z—Cfl—‘;—wCV cos(mt) = mC~Vmsen(wt+g) (16)

La corriente que atraviesa 4

al capacitor esta entonces

adelantada 90° con respecto a 7<\ /m I,
la tension entre sus bornes, - I :); -n/2>
tal como lo muestra la fig. 15. i ’j/

fig. 15
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Potencia y energia en el capacitor

La potencia absorbida esta dada por el producto p=vi=Cev dv W

de la tensioén y la corriente, partiendo de la ec. (13): dt

La energia w. almacenada por el capacitor en su campo eléctrico, es la integral

de la potencia en el intervalode tya t .

Si la tension inicial u(ty) = O, entonces la _ 1 C[V(t)]z (17)
energia almacenada en t, = O también es O. 2

En un capacitor ideal, se puede recuperar toda la energia almacenada.
En un capacitor real, parte de la carga se pierde a través del dieléctrico y parte
de la energia se disipa en la resistencia de las placas conductoras que lo

componen. Un capacitor real se puede representar mediante un capacitor ideal

con una resistencia en serie o en paralelo.

Conexion de capacitores en serie

Escribiremos la ecuacion i C; G, i

de malla del circuito de — . " . " """""" -I- r

. . Vs Vz ) +
la fig. 16a, sustituiremos (t) v, = Cy Ct) v, Ceq
luego las v, mediante la - T I

ec. (15) y la comparare- a) b)

mos con la ecuaciéon del

fig. 16
circuito de la fig. 16b.

Zi: Zj:%j dt +v,( Zj:

n

) ide+ Y v (t,) (a)

Por Kirchhoff, la tension v, en el
1 .
instante ¢, es igual a la suma de las v, = C—f i-dt+ vg(to) (D)
eq t,
tensiones de los capacitores v, en t,, por lo

que los dos términos integrales de las ec. — 1 (18)

C =
eq
(a) y (b) deben ser iguales. La capacidad HEHIIC +1/Cy

equivalente de los capacitores en serie se calcula entonces mediante la ec. (18).



4. Circuitos RLC 4-13

Conexion de capacitores en paralelo N (1, |
v! v 2 v N
Para calcular la capacidad equivalente Ceq - J_ J_ J_

ly G G, Cn
del circuito de la fig. 17, planteamos su - T -l- T

ecuacion de nudos y sustituimos en ella

cada una de las corrientes por la ec. (13): fig. 17

. . . dv dv dv
zg:zj+12+....+1N:CIE+C2%+,.,.+CNE:(

C1+C2+...+CN)%

De donde deducimos que la capacidad equivalente de

N
una agrupacion en paralelo de capacitores es igual a la Cy= Z Cc, (19

n=1

suma de sus capacidades individuales.

4.5 El circuito RL

Vamos a hacer el analisis del circuito RL de la ©
it
fig. 18. Para ello, aplicamos la ley de tensiones de >

Kirchhoff y escribimos su ecuacion de malla (20). CD R
w(t)

La misma es una ecuacion diferencial lineal de

primer orden. Obtener una solucion significa,
encontrar una funcion i(t) que satisfaga la ecuacion fig. 18
diferencial y también satisfaga la distribucion

prescrita de la energia en el inductor en un Lﬂ+R~i=v(t) (20)

] dt
instante t dado.

Para resolverla, reordenaremos los términos y multiplicaremos ambos lados
por lo que se conoce como factor de integracion. Cada lado se convierte entonces
en una diferencial exacta, que puede integrarse R v(t)

) N = di+—idt=—=dt
directamente para obtener la solucion. L L
Para esta ecuacion, el factor R v(t

de integracion es ef/t,

El miembro de la izquierda tiene la misma forma que la derivada de un

producto de funciones: (f-g)' =f"g+ fg (
v

. RYLY _ t) Rt/L
Por lo tanto podemos reescribirlo como la = d(ie"")= L °© dt

diferencial exacta de i-e®/* :

) o ) . RUL vit) ruL
A continuacién integramos ambos miembros: = i-e = f % e dt+A
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—Rt/L
i(t)= © fv(t)eR”Ldt + A-g RE (21)
obtenemos: L

Finalmente, multiplicando ambos

miembros por e X/*

Vemos que la expresion de la corriente i(t) consta de dos términos:

El 1° depende de la funcion de excitacion u(t) y es la llamada respuesta
forzada o respuesta en estado estable permanente, los matematicos la
llaman integral particular.

El 2° término es la llamada respuesta natural o transitoria, o solucion
complementaria. El mismo depende sé6lo de los elementos pasivos del
circuito y tiende a O con el tiempo. La constante A debera determinarse a
partir de un valor conocido de i en un momento determinado t.

La razon fisica de que la respuesta tenga dos partes, forzada y natural, es la
siguiente: A la larga, el circuito so6lo tendra la respuesta forzada. Sin embargo, en
el momento de accionar los interruptores o activar los generadores, las corrientes
iniciales de los inductores (o tensiones de los capacitores) tendran valores que
dependeran solamente de la energia almacenada en esos elementos. Habra
entonces un periodo transitorio, durante el cual las corrientes y tensiones

cambien de sus valores iniciales dados a sus valores finales requeridos.

4.5.1 Respuesta a un pulso rectangular

Utilizaremos para nuestro analisis el circuito de

la fig. 19. El interruptor esta en la posicion 1 y no

R

circula corriente a través del inductor. En t = 0, el L
interruptor conmuta a 2 y luego de un tiempo t,

t 1, la fig. 20a.
retorna a 1, como se ve en la fig. 20a fig. 19

Para O <t<t, Sustituimos en la ec. (21) v(t) por su valor Vj, :
e Mt Rt/L e e N L rue —rut _ Yo ~Rt/L
()= [Vee®tdr+ Ae ™" = Ve trAe = A (22)

Nos resta calcular el valor de la constante A. Para ello necesitamos conocer el
valor de i(t) para algun t determinado. Como en t=0 no circula corriente, sabemos
que i(0)=0. Podemos entonces sustituir

\Y
i(0)==+Ae ™" =0
esos valores en la ec. (22) y despejar A: R
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Sustitui | . (22) el valorde A =-V,/R Vv
ustituimos en la ec. (22) el valor de o/ y i(t)zio(l—eth/L) (23)

obtenemos la ec. (23), validaentret=0y t=t,:

Cuando t tiende a «, i tiende al valor V/R en forma exponencial, aunque sin

alcanzarlo, como se ve en la fig. 20b.

La curva sera la misma para todo circuito que tenga la misma relacion R/L, la
cual determina que tan rapido ‘"crece" la exponencial. Si se aumenta L
manteniendo R constante, se necesitara mas tiempo para alcanzar el mismo
valor y la exponencial se vera mas "ancha". La razon fisica es que, si L aumenta,
ésto permite almacenar una mayor cantidad de energia para una misma
variacion de i de O a V/R y se requiere mas tiempo para acumularla si circula la
misma corriente.

Para caracterizar el circuito, calcularemos el tiempo que tardaria la corriente
en alcanzar ese valor si continuara creciendo a la tasa inicial.
Para obtener el coeficiente angular de la tangente a i(t)

—_ (1 _ .-RL
la exponencial en t = 0, calcularemos la derivada de: V,/R - (1 N )

El tiempo que i(t)/(Vy/R) tardaria en N d [ R —Rt/L|

dr V,/R =T e

t=0 —

R
L

llegar de O a 1 sicreciera siempre a la

tasa inicial, se llama constante de tiempo, se la R L
. . > —1=1 =2 T=— 58
designa con la letra 1 y se mide en segundos: R
Elvalor real de iparat=Tt1es
v(t) o
A% _ A%
i(t)==2(1-e")=0,632- Vo
R R
Conviene medir la corriente en 3 : -
tiempos que sean multiplos de 1:
t =21 => i(21) = 0,865 V,/R , %
(A y .
t =3t => i(31) = 0,950 V,/R AL S —
t=41=> (41 = 0,982 Vo/R VR[S 2
t = 5t => i(51) = 0,993 V,/R AR R
0 T 2t 3t t, ttT 't
Para 5 1, la diferencia con el

valor Vo/R es menos del 1%. fig. 20 b)



4. Circuitos RLC 4-16

Para t > tp Sustituimos en la ec. (21) v(t) por su nuevo valor O,
—Rt/L
obteniendo la ec. (24): i(t)= © 3 J' 0-ettdt + Be MM =RB.e R (24)

Nos resta calcular la constante B. La ec. (23) nos

permite conocer el valor de i(t) en el instante t,, antes i(tp) = &(1 — e*Rtv/L)
R
de conmutar el interruptor. Podemos igualar ambas
ecuaciones y despejar \% _ _ A%
y despej J0(] e M) =B M o Bz (M)
el valor de B: R R

Sustituimos en la ec. (24) el valor de B

(t)_&( Rtp/L_l) 7Rt/LeRp -
hallado y la multiplicamos y dividimos nH= R ¢ eRu/l
Rtp/L
por e"®  Operando, obtenemos la Y, T
. i(t)=—=—(1—e""")e " (25)
ec. (25), valida para t > t,,. R

Vemos que cuando t tiende a «, i tiende a O en forma exponencial, aunque sin

alcanzarlo, como se ve en la fig. 20b para t > t,,.

Para obtener el coeficiente angular de la tangente a i (t) — Rl
la exponencial en t =t , calcularemos la derivada de: i(tp)

El tiempo que {t)/i(t,) tarda en - d L| = EeR(t"_t)/L| = R
llegar de 1 a O suponiendo una tasa dt i(tp) o L o L
de decaimiento constante, es nuestra vieja conocida la constante de tiempo t.
4.6 El circuito RC

Como ejemplo, vamos a analizar la respuesta a i)
un escalon del circuito de la fig. 21. Nuestro objetivo —E% .
es estudiar la tension u(t) sobre el condensador. =V, C (1)
El interruptor se cierra en t = 0 y se supone que el -‘- T i

condensador esta descargado hasta ese momento.
Primero escribimos su ecuacion de malla (26) y
luego sustituimos en ella i por la ec. (13), la cual
expresa la relacion tension-corriente en el capacitor RC dv +y=V
C, obteniendo asi una ecuacién diferencial:
Reordenandola, vemos que se parece a la que

A%
dv+L vdt=—=d¢
obtuvimos al analizar el circuito RL, vamos a RC RC
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multiplicar entonces ambos lados R 1 {/RC Vo ke
e dv+—=ve dt=——=e dt
por el factor de integracion e"/R¢: RC RC

De nuevo, el miembro de la izquierda tiene la forma de la derivada de un

producto de funciones: (f-g)=f"g+fg

. t/RCY _ YO0 _t/RC
Por lo tanto, lo podemos reescribir como la = d(ve") = RC dt
diferencial exacta de v-e”R¢:
. . : \%
A continuacién integramos ambos miembros: = ./ = f —L RCa A

RC
Si multiplicamos ambos miembros por € /R¢ y luego integramos, obtenemos la

_ \Y% _ -
ecuacion (27): = v(t)=e t/RCf R—é e"Cdr+Ae " = V,+A-e VRE (27)

Vemos que hemos obtenido una ecuaciéon que formalmente es similar a la
(22), compuesta por un término V, que es en este caso la respuesta forzada y por
un 2° término que tiende a O con el tiempo que es la respuesta natural.

Para calcular la constante A, como sabemos que el condensador esta descar-

ado en t = 0 y entonces v(0) = 0, sustituimos B
g y (0) v(O) —V,+Aec 0/RC

= A:_VO

esos valores en (27) y despejamos A:
Sustituyendo el valor de A hallado, obtenemos la

ec. (28), la cual tiene la misma forma que la (23),

_ __—tRC
con el intercambio de tensiones por corrientes. v(t) - VO(I © ) (28)

Cuando t tiende a o, v tiende al valor VA
Vo

V, en forma exponencial, aunque sin ol e

alcanzarlo, como se ve en la fig. 22.
Al igual que para el circuito RL, %[/
calcularemos el tiempo que tardaria la

tension en alcanzar ese valor si

0 T t:
continuara creciendo a la tasa inicial. b
fig. 22
Para obtener el coeficiente angular de la tangente a v(t) (1 _t,RC)
= — =
la exponencial en t=0, calcularemos la derivada de: \&
obteniendo entonces: da LL_O = Le_”RC 2o = L
da V, RC -~ RC
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Siendo entonces la constante de 1

. o > —1=1 = 1=RC s
tiempo para el circuito RC RC

Se llama tiempo de subida (rise time) al tiempo invertido por la tension para

crecer desde el 10 % hasta el 90 % de su valor final.

Despejando t en la ec. (28), se encontrara que los tiempos son

t,. =221
0,1-RC y 2,3-RC respectivamente, restandolos obtenemos:
4.7 Respuesta en estado senoidal permanente
Analizaremos el circuito RL de la fig. 23 0N
con excitacion senoidal. Asumiremos que, R
como la fuente senoidal u(t) se conect6é en w(t) = (D L
V,cos ot
algiin instante ya lejano, la respuesta
natural ha desaparecido por completo. fig. 23
Su ecuacion de malla (29) es similar a di )
L=—+R:i=V_cos(wt) (29)
la ec. (20), cuya solucion genérica es la dt
ec. (21), la cual reproducimos —Rt/L B
( ) p i(t): € J‘v(t)eRt/Ldt + A-e Rt/L
aqui para mayor comodidad: L

Hemos dicho que la respuesta natural ha desaparecido por completo, o sea

ue el 2° término es 0. Si sustituimos ~Re/L
4 i()=— [V, cos(wt)e™ dr (30)
v(t) = V,, cos wt, obtenemos la ec. (30): L

La integral que debemos resolver es de una forma conocida y su solucion

puede encontrarse en ax

feaxcosbx'dx = %(a cosbx + b sen bx)
una tabla de integrales: a“+b
Aplicamos a la ec. (30) la ()= V., o RUL | QRUL R cosots o snot)
formula para la solucion L (5)2_‘_(02
de la integral: L
Operando en el 2° miem- 4R V,o
o i(t)= : cosmt + . senwt =

bro y multiplicando vy Lz[(g) +(D2] L[(—) +u)2]
dividiendo el 2° término L L

V_R V. oL
por L, obtenemos la i(t)= Tn” cosot + —"o— senot (31)
respuesta forzada ec. (31) R*+w’L R+
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Esta expresion es algo complicada y es preferible obtener una de la forma

i(t) = A cos(wt-0) = A cos O cos ot + A sen O sen ot .

Para hallar cuanto deben valer A y 0, igualamos esta identidad trigonométrica

con la ec. (31):

V. oL
AcosBcosmt+Asenfsenwt = ———— coswt + ———— senwt =
R'+w’L R*+w’L
y obtenemos las dos V..R V, oL
Acos=———— ; Asenb=—"-75—
ecuaciones: R'+w’L R°+w°L
Dividiéndolas obtenemos 0 y elevando al cuadra- Asen0 tan 0 wL
= =tan® = —
do ambas ecuaciones y sumandolas obtenemos A: Acos0 R
VZ RZ VZ (,02 L2 V2
= Acos’0+A’sen’0 = A’ = = + = -

(R%+w’L??  (R**w’L?)’ R*o’L’
ustituyendo en i(t) = A cos(wt- os valores hallados para y , la expresion

S i d ] A 0) 1 1 hallad A 0,1 i6

final de la respuesta V., oL )

i(t) cos(mt — tan

t) = —= (32)
forzada sera la ec. (32): \/R2+(D2L2

Se observa que la amplitud de i(t) es proporcional a la amplitud de la tension
y disminuye si aumentan R, L, u Vi A

®, aunque no proporcionalmente. — 0
Es de hacer notar ademas, / . i) /\
que la corriente esta atrasada ) / g
con respecto a la tension un // w

V()

angulo de entre 0 y 90°, segun

o
a
[\®J
A

e

<

sea la relacion entre oL y R. )
) Fig. 24
Se llama a L la reactancia
inductiva del inductor, se mide en ohms y es una medida de la oposicién que el

inductor presenta al paso de una corriente senoidal.

El método que acabamos de utilizar es poco practico para el analisis de los
circuitos en general. En las proximas secciones veremos un método que permite

simplificar mucho el analisis.
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4.8 Numero complejo

Para poder resolver ecuaciones que no tienen solucion en el campo de los nu-

meros reales, tales como x* + 1 = 0, en el siglo XVI se introdujo el simbolo V-1
Luego representado con la letra i, se lo consider6 como un numero ficticio que
debia tratarse como cualquier numero real, excepto que su cuadrado era -1.
Expresiones tales como 5 + 4i fueron llamadas nimeros complejos.

A principios del siglo XIX, Karl Friedrich Gauss y William Rowan Hamilton
propusieron definir los numeros complejos como pares ordenados (a,b) de

numeros reales dotados de ciertas propiedades especiales.

Definicion: Sean ay b € R, el par (a,b) se llama ntmero complejo si la igualdad,
la adicion y la multiplicacion de pares se definen del siguiente modo:

a) Igualdad: (a,b) = (c,d) significaa=c y b=d

b) Suma: (a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b + d)

c) Producto: (a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc)

La definicion de igualdad nos dice que el par (a,b) es un par ordenado. El primer
componente, a, es la parte real del nimero complejo, el segundo componente, b,

se llama parte imaginaria. Sea A € C, A = (a,b) = R[A]=a F[A] = b.

Propiedades': Sean x, y, z € C, las operaciones de adicién y multiplicacion de

numeros complejos poseen las siguientes propiedades:

Conmutativa: x+y=y+x, Xy = yx
Asociativa: x+(y+z =(x+y +z, x(y2) = (xy)z
Distributiva: x(y+2z =xy+xz

TM: Para todo (a,b) € C existe:

Neutro: (a,b) +(0,0) = (a,b) , (a,b)(1,0) = (a,b)
Opuesto: (a,b) + (-a,-b) = (0,0)
Reciproco: Si (a,b) # (0,0) = 3 (¢,d) € C t.q. (a,b)(c,d) = (1,0) siendo:
a+b a+b
5 (@) === =2 i (a,5)%(00)

(a,b) “a*+b* P+b

1 El estudiante encontrara las demostraciones de los teoremas en Tom Apostol, Calculus, vol. 1, cap. 9
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El conjunto de los nimeros complejos satisface los seis axiomas del conjunto
de los nuimeros reales y por consiguiente todas las leyes del Algebra que se

deducen de esos axiomas son validas para ellos.

TM Cociente: Si (a,b) y (c,d) € C siendo (a,b) # (0,0), existe exactamente un
numero (x,y) € C tal que (a,b)(x,y) = (¢,d), siendo (x,y) = (¢, d)(a,b)™.

Los nimeros complejos como una extension de los niimeros reales
Consideremos el subconjunto C, © C constituido por los nimeros complejos de
la forma (a,0), o sea que tienen parte imaginaria nula. La suma o el producto de
dos elementos de C, también pertenece a Cj :

(a,0) + (b,0) = (a+hb,0) y (a,0)(b,0) = (ab,0).
Los numeros complejos de C, se comportan respecto a la suma, multiplicacién,
sustraccion y division como si fueran reales. El sistema de los numeros

complejos se considera como una extension del de los nimeros reales.

4.8.1 La unidad imaginaria j'

Al numero complejo (0,1) se lo representa con la letra j y se llama unidad

imaginaria. Tiene la propiedad de que su cuadrado es -1, j?=-1.

TM: Todo numero complejo (a,b) puede expresarse en la forma (a,b) =a +jb

Dem.
Por def. de producto de nimeros complejos sabemos que: (b,0)(0,1) = (0,b)

= (a,b) =(a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0)(0,1)
Si escribimos a = (a,0), b = (b,0) y j = (0,1) queda demostrado que (a,b)=a+jb

La ventaja de esta notacion consiste en que facilita el manejo algebraico de las
formulas en las que intervienen la suma y el producto.
Por ej.:

Como calcular el reciproco de un nimero complejo no nulo a + j b

1 a—jb a jb

atjb (a+jb)la=jb) ~ a*+b  o+b
Lo cual coincide con el TM ya visto en el cual se trata la existencia del reciproco.

1 En electrotecnia se usa la letra j, los matematicos siguen usando la letra i
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4.8.2 Interpretacion geométrica

Puesto que un numero complejo (x,y) es un

A
par ordenado de numeros reales, se lo puede ’
representar geométricamente mediante un punto O ! ) =x+jy
en el plano, o por un vector que una el origen ) 4\*”‘ §~y=rsen9
con el punto (x,y), como muestra la fig. 25. Por 0 i R
ello, al plano xy se lo llama a menudo plano * xz,fcosg x

complejo. El eje x es el eje real y el eje y es el eje fig. 25
imaginario. Ordinariamente las palabras numero

complejo y punto se usan indistintamente, asi que diremos el punto z en lugar de
decir el punto correspondiente al niumero complejo z. Es posible sumar y restar

numeros complejos graficamente mediante la ley del paralelogramo.

Si (x,y) # (0,0), podemos expresar x € y en coordenadas polares:

x=rcosO, y=rsen0 (33)
y obtenemos

x+ jy=r(cos0+ jsen0)
El nimero positivo r, que representa la distancia de (x,y) al origen, se llama

modulo o valor absoluto de x + jy y se representa con |x+ jy|. Asi tenemos
r=lx+ jyl=Vxi+ ) (34)

El angulo polar 0 es un argumento de x + jy . Se dice que es un y no el
argumento porque para un punto dado (x,y), el mismo queda determinado por
todos los angulos de la forma 0 + 2ni-k con k € Z. Por ello se suele restringir 0 al
intervalo (-11, 11 | y a este O restringido se lo llama argumento principal de x + jy ,
se escribe 0 = arg(x + jy ). Haciendo el cociente de ambas

expresiones en la ec. (33) obtenemos la ec. (35): tan0 = (35)

= =

Al calcular 0 utilizando (35), tenemos el problema de que
hay mas de un valor posible para el angulo. Se selecciona aquel angulo para el
cual el seno y el coseno tengan los signos apropiados para producir los valores

requeridos de x e y en las ec. (33).

Al numero complejo cero, le asignamos el modulo O y convenimos en que

cualquier numero real 6 puede usarse como argumento.
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El complejo conjugado de z= x + jy es el nimero complejo z= x—jy .
Geomeétricamente, z representa el simétrico de z respecto al eje real. La definiciéon

de conjugado implica que:

z,+z,=2,+%, , z%,=%2,%, , zlz,=7]lz,, zZ=|[z|

4.8.3 Exponenciales complejas
Definicion: Si z = x + jy , definimos e* como el numero complejo dado por la
ecuacion

e"=¢e"(cosy+ jseny) (36)

Observaciones:

X

i) Si y = 0 tenemos que €* = €* , o sea que esta exponencial coincide con la

exponencial ordinaria cuando z es real.

ii)) Si x = 0 e y = O obtenemos la formula de Euler: '’ =cos0 + jsen 0 (37)

iii) Siay b€ C, e*e? = e*?

TM: Todo numero complejo z # O puede expresarse en la forma exponencial
z=re’
en donde r=|z| y 0 =arg(z)+2mn-k con k € Z.

Podemos también expresar un numero complejo en la forma polar :

z=r/Z0

4.8.4 Potencias y raices de nuimeros complejos

Si el namero complejo esta escrito en forma binémica, primero se lo debera

convertir a la forma polar.

Potencias

Sea un numero complejo z escrito en la forma polar y un nimero n € Z
z=1/0=r(cos0 + jsen0)
Para obtener la potencia del nimero complejo z se aplica la féormula:

z" =1"[cos(n0)+ jsen(n0)] =1"~2no
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Raices

Sea un numero complejo z escrito en la forma polar y un nimero n € Z

z=r1r/0=r(cos0 + jsen0)
Para obtener las raices del nimero complejo z se aplica la féormula:

n n 0+ 2k . 0+ 2k 2, 0+2k
z'"=r" [cos(—n) + Jsen(—n)] =r" 4(—“)
n n n
donde k es un numero entero que va desde O hasta n — 1, que al sustituirlo en la

formula permite obtener las n raices diferentes de z

Raiz cuadrada
En el caso particular en que n = 2, las dos raices estaran representadas por

vectores opuestos en el plano complejo y la formula quedara reducida a:

e Vr [cosg + jsen%] = ﬁg%
Jeleos( S +m) + jsen( S +m)] = Vi 0 4

4.8.5 Funciones complejas

Una funciéon f cuyos valores son numeros complejos se denomina funcion
compleja. Si el dominio de fes un conjunto de numeros reales, fse llama funcion
compleja de variable real. Si el dominio es un conjunto de numeros complejos, f
se llama funcién compleja de variable compleja.

Muchas de las funciones elementales del calculo, entre ellas la funcion
exponencial, el logaritmo y las funciones trigonomeétricas pueden extenderse y
convertirse en funciones de variable compleja.

Muchos de los teoremas del Calculo diferencial y del integral son validos
también para las funciones complejas y haremos uso de ello en las proximas

secciones.
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Ejemplos
a) Calcular (S+j7)+(3-j2)=8+j5

b) Calcular (1-j2) (3 +j5)=3+j5-j6-10j>=13-j
¢) Calcularemos en forma rectangular y polar (1+j)/(1-j2)

1+j _ 1+]j _1+j2:1+j3+2j2:_l+ 3
=2 1-j2 1+j2 -4y 573

Es sencillo sumar y restar nimeros complejos en forma rectangular, pero la
multiplicacion y la division son mas trabajosas. Estas operaciones son mas
sencillas en las formas exponencial y polar. La forma polar es en realidad otra
forma de notacion para la forma exponencial, para multiplicar y dividir
aplicaremos entonces las propiedades de la funcion exponencial: los médulos se
multiplican o dividen y los argumentos se suman o restan.

Aplicando las ec. (34) y (35) transformamos primero ambos numeros a la

forma polar y luego operamos:

1+j _ NP+ Ztan '1/1 V2245 V10
1-j2 V1242 stan '—2/1  5£4-6343° 5

£108,43°

Por supuesto, no es posible sumar o restar en las formas exponencial y polar.

Ejercicios
a) Expresar en la forma a+jb : (1+j)%, 1/j, (2+j3)(3-j4), (1/1+j)
b) Calcular médulo y argumento principal de: 1+j, -j3, 3+j4, 2(1-j) + 3(2+))
c) Ubicar en el plano complejo los nimeros de los dos ejercicios anteriores.

d) Resolver graficamente (5 +j7) + (3 —j2)
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4.9 Analisis mediante fasores

Vamos a desarrollar un método! para representar una funcion de excitacion
senoidal por medio de un simbolismo con numeros complejos, llamado
transformacion fasorial o fasor. Este no es mas que un numero que especifica la
amplitud y el angulo de fase de una senal senoidal. Al trabajar con fasores, en
lugar de hacerlo con derivadas e integrales, se obtiene una simplificacion notable

en el analisis del estado senoidal permanente.

Como introduccién analizaremos de nuevo el i(t)
>
circuito RL de la fig. 23, pero siguiendo esta vez
R

otro camino. Por comodidad, lo reproducimos ) _ Cr) L

. . .- V,cos ot T
aqui junto con su ecuacion de malla.

Por el analisis hecho en 4.7, sabemos que si
aplicamos una excitacion senoidal v(t)= V,,cos wt, ]

P )= Vin L%+R-i=Vmcos(wt)

obtendremos una corriente i(t)= I cos (ot+0).
Debemos determinar los valores de I, y 6. Aplicando la formula de Euler,

podemos escribir y(t) e i(t) como la parte real R de una senal compleja:

v=V,cos(wt)=R[V,e"] , i=1I,cos(wt+6) = R[L,e""""]
Sustituimos ambos
valores en la ecuacion L di‘ﬁ[lm ej(mt+9)] +R-R[L ej(mt+9)] _ m[vmej(m]
t

de malla y obtenemos:

Calculamos la derivada: L.iR[j(DIm ejm'eje] + R.ER[Im ejm'eje] = S‘T‘)[Vm ejm]

R[] y € son comunes a todos los términos, jot io ,
Re'[1,e(R+joL)=V,] =
asi que reescribimos la ecuacion en la forma:

Finalmente, suprimimos R[ | y v v E—

. 9 _ m — m R
ey la reordenamos obteniendo: I,e™ = R+joL R2+((1)L)2
Aqui tenemos los valores de I, y O, v .

_ m _ -1
los cuales nos permiten escribir la  Im = Ro+(0L) , 6=—tan R
expresion de i(t), ec. (38). La misma
coincide con la ec.(32) que \V4
i cos(wt — tan_lm—L) (38)

obtuvimos en el punto 4.7 : t)= \/R2+(UJL)2

1 Propuesto en 1893 por Karl Steinmetz (1865 - 1923)
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4.9.1 El fasor

Una tension o corriente senoidal a una frecuencia dada se caracteriza
Unicamente por 2 parametros: amplitud y angulo de fase. La representacion
compleja de una tension o corriente también se caracteriza por esos mismos dos

parametros. En estado senoidal permanente, a I, cos (ot+0) le corresponde la
representacion compleja I, €©*9 una vez especificados I,y 6, la corriente esta

determinada con exactitud. El factor R e es superfluo, es mas sencillo anotar la
frecuencia por separado y no estar acarreandolo en todos los resultados. Por lo

tanto, se pueden expresar tension y corriente como V_, o V,e° e I_e°.
m m m

v(t)=V,cos(wt) = V_£0°=V
Lo mas comun es hacerlo en forma polar:

i(t)=T1,cos(wt+0) = 1,20 =1
Esta representacion compleja abreviada se llama fasor. El fasor es una

cantidad compleja, no es una funciéon instantanea del tiempo sino que soélo
contiene informacion de amplitud y fase, se los representa con letras mayusculas
en negrita. Nos referimos a i(t) como la representacién en el dominio del tiempo y
al fasor I como la representacién en el dominio de la frecuencia. El proceso de
transformar i(t) en I se llama transformacion fasorial del dominio del tiempo al
dominio de la frecuencia. Formalmente se procede como sigue:

i) Dado i(t), escribirla como una funciéon coseno con un angulo de fase

ii) Expresar la onda coseno como la parte real de una cantidad compleja

usando la formula de Euler.
iii) Suprimir R
iv) Suprimir &

En la practica: v(t) = Vmcos(cot+cp) = V=V, Zop

Por €j.: v(t) = 100cos(wt—30°) = V =100£-30°

Para regresar del dominio de la frecuencia al del tiempo, formalmente se debe

efectuar el procedimiento inverso.
En la practica: V=V,Z¢p = v(t)=V,cos(wt+q)

Por e€j.: V =115/4-45° = vy(t)=115cos(wt—45°)
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4.9.2 Relaciones fasorialesen R, Ly C

Vamos ahora a determinar la relacion entre la tension fasorial y la corriente
fasorial para cada uno de los tres elementos pasivos. Partiremos de sus
ecuaciones de definicion y escribiremos tensiones y corrientes en forma

compleja, para luego suprimir R[ | y e

Resistor

La ecuacion que lo define en el dominio del tiempo es: v(t)=R-i(t)
Escribimos iy v en forma compleja: = m[Vmej(m‘+9)] = R.m[lmej(mﬂp)]
= RV, =R-1,e"] = V. =RI,¢"
R es un numero real, es obvioque 6 =¢, = V_ Z0=R-1,Z20 = V=R
Ej.: Sea v(t) = 8 cos (100 t - 50°) Vy R = 4Q,
en el dominio del tiempo: ift) = v(t)/R = 2 cos (100 t — 50°) A
en el dominio de la frecuencia: I = V/R =2 £ - 50° A

Inductor

La ecuacion que lo define en el dominio del tiempo es: v( t) L di
Escribimos i y v en forma compleja y luego derivamos dt

N ER[Vm ej(u)t+9)] — L%g}{[lmej(mtﬂp)] - iRejwt[\/vmeje — ij'Imej(p] -

Obsérvese que el angulo del factor . ) 4 '
V,e''=joLI,e’ = V=joLI
joL es exactamente +90° y por lo tanto

en un inductor I debe estar atrasada 90° respecto a V, como vimos en la ec. (8).

Ej.: SeaV=8 ,-50°V,L=4Hy®=100rad/s,
la corriente fasorial sera: I = V/joL = 8 £ - 50°/ j100-4 = 0,02 £ - 140° A
en el dominio del tiempo: i(t) = 0,02 cos (100 t — 140°) A

Capacitor

La ecuacion que lo define en el dominio del tiempo es: i( t) _C dv

Procediendo como en el caso del inductor, obtendremos la dt

expresion  Re'"[I,¢" = joC-V,e"] = I=jwC-V ¥y por lo tanto, en un

capacitor I debe estar adelantada 90° respecto a V , tal como vimos en la ec. (16).
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Ej. SeaV=8 /Z-50°V,C=4000uF y®=100 rad/s,
la corriente fasorial sera: I = V-joC = 8 £ — 50°- j100-4x10° = 3,2 £40° A

En la siguiente tabla resumimos la expresiones v — i en el dominio del tiempo
y V-I en el dominio de la frecuencia. Todas las ecuaciones fasoriales son
algebraicas y lineales. Las ecuaciones para inductancia y capacidad se asemejan

a las de la ley de Ohm y de hecho se usaran de igual forma.

Dominio del tiempo Dominio de la frecuencia
it v - 1 + Vo-
— AN v=R-i V =R'1 —~ MW

R R
i>+ v di l,+ vV -
rw v = E VvV = J(DLI W
L JoL
;oF v - 1 + V -
| v=L[idi v=-—1l_1 —
C C S 1iC

Los fasores también obedecen las leyes de Kirchhoff.

Por ej. para las tensiones : V;+ Vv, + ...+ vy =0 Usando la formula de Euler
sustituimos cada tensién: R[V,, e+ V, e+ +V V] =0

se suprime R[] e en toda la ecuacion y se obtiene: V; + V, +.....+ Vy = 0

Resolveremos una vez mas el circuito RL que I o+ Ve -
reproducimos en la fig. 26, pero esta vez usando R +
fasores. Por la ley de tensiones de Kirchhoff y las v, <+> LV,
relaciones V-I que acabamos de determinar: -

VR+VL:Vg = RI+J(,0LI:Vg ﬁg 26
A% escogiendo un angulo de fase de 0° vV, £0°
> [J=—2— > [=—
R+jwL  para V,, la escribimos en forma polar R+jwL
Hemos llegado al mismo resultado v L
-1
que obtuvimos en la ec. (32), pero = I= \/m £ —tan R

por un camino mucho mas simple.
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4.9.3 Impedancia

Si escribimos las relaciones tension-corriente para los tres elementos pasivos
en el dominio de la frecuencia como el cociente entre tension fasorial y corriente
fasorial

V_g Vit v__ L

| I I jwC
se ve que estas razones son funciones de los valores de los elementos y también
de la frecuencia en los casos del inductor y del capacitor. Se las trata de la
misma forma que a las resistencias, pero con la salvedad de que son cantidades
complejas.

La impedancia se define como el cociente entre la tension fasorial y la
corriente fasorial y se la simboliza con la letra Z. La impedancia es una cantidad
compleja cuya dimension esta dada en ohms. El numero complejo que
representa a la impedancia se puede expresar ya sea en forma polar o

rectangular. Cuando se lo expresa en forma rectangular, la parte real es la

componente resistiva o resistencia y la parte imaginaria es la componente reactiva

o reactancia, la cual se simboliza con la letra X . XA
! U \a """ !
Z=|2| .6 , Z=R+jX ﬁ
oL— >
~ tan” i
Como ejemplo, en la fig. 27 vemos la repre- ; »\0 taTn mL/R; >
R
sentacion en el plano complejo de la impedancia R
fig. 27

del circuito de la fig. 26.
Las impedancias son parte del dominio de la frecuencia y no un concepto que
forme parte del dominio del tiempo.
Como las leyes de Kirchhoff son validas en el dominio de la frecuencia, se
puede demostrar que las impedancias pueden conectarse en serie y en paralelo

mediante las mismas reglas que se han estudiado para las resistencias.

Ej.: Si conectamos un resistor de 10 Q y una inductancia de 4mHy @ = 10°r/s
en serie: jX =j10° 4mH= j4 Q

Z=10+j4Q=10,77 £21,8°Q

En forma polar, una impedancia como Z = 10,77 £ 21,8° Q se dice que tiene

un moédulo o magnitud de 10,77 Q y un angulo de fase de 21,8°.
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_10-;4
en paralelo: - 10+j4

=1,38+4j3,45Q =3,72.£68,2°Q

Observando ambos casos, vemos que la componente resistiva de la impe-

dancia no es necesariamente igual a la resistencia del resistor presente en la red.

Ej.: Conectaremos en serie un resistor de 10 Q, una inductancia de 4mH y un

capacitor de 1puF y calcularemos Z para w, = 10°r/s y g = 10°r/s

. . . . 1 .
para @, = 10°r/s : ]XL:]103'4mH:]4Q , —JXCZW:_JU(Q
Z=10Q+j4Q-j1kQ=10-j996 Q
. . . . 1 .
para wg = 10°r/s : ]XL:J105'4mH:J4OOQ , —JXCZW:_JIOQ

Z=10Q+j400Q2-j10Q=10+j390 Q
La reactancia de los inductores y capacitores es una funciéon de la frecuencia,

por lo que la misma so6lo es valida para la frecuencia a la cual se calculé.

Ej.: Calcular i(t) en el circuito de la figura i) 1200 30
para f=5 KHz L/\NV\’ , /vvv\’
El circuito se muestra en el dominio del 40V cos ot J_
<_> 330nF 2,2mH
tiempo, pero para resolverlo pasaremos T

primero al dominio de la frecuencia.

iX, = j2m-5x10°2,2x107° = j69,12Q

Calculamos las reactancias del {

 j2m-5x10%0,33x10°°

inductor y del capacitor: -1 Xc =—]96,46Q

Y luego la impedancia equivalente Z., presentada al generador:

(34+69,12)(—j96,46)
3+69,12—(96,46

Z, =120+ = 156,9+j239,8Q = 286,6 £56,8°Q

Calculamos la corriente =Y 4020V _ 139.6 /—56,8°mA
Z, 286,6/56,8°Q

fasorial:

Y volviendo al dominio del tiempo: i(t) = 139,6 cos (ot — 56,8°) mA
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4.9.4 Admitancia

La admitancia de un elemento de circuito se define como el cociente entre la

corriente fasorial y la tension fasorial, es el reciproco v I v 1
= — = = —
de la impedancia y se la simboliza con la letra Y. \4 Y/

La parte real de la admitancia es la conductancia G y la parte imaginaria es la

susceptancia B. Observe con cuidado la ) 1 1
Y=G+jB=== -
ec. (39), la misma no establece que la Z R+jX

(39)

parte real de la admitancia sea igual al reciproco de la parte real de la
impedancia, o que la parte imaginaria de la admitancia sea igual al reciproco de
la parte imaginaria de la impedancia. Tanto la admitancia como la conductancia

y la susceptancia se miden en mhos (o siemens).

Ej.: Un resistor de 1 Q y un capacitor de 94nF conectados en serie y siendo
f =845 KHz, tendran aprox. una impedancia Z=1-j2 Q
La admitacia sera entonces: 1 1 )
Y=—=——-=024+j040
7Z 1—j2
Este valor de admitancia se puede obtener también conectando en paralelo
una conductancia y una susceptancia, las cuales se pueden lograr mediante

los elementos:
B
R===50 , C=-—~75nF
G Jw
Estas son dos de las infinitas redes equivalentes de dos terminales que se
pueden construir que tienen la misma impedancia y admitancia a esta misma

frecuencia, siendo las Ginicas compuestas por sélo dos elementos.
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4.9.5 Diagramas fasoriales

El diagrama fasorial es un bosquejo, en el plano complejo, que muestra las

relaciones entre las tensiones y corrientes fasoriales en un circuito especifico.

Como las tensiones y corrientes fasoriales son
numeros complejos, también se las puede
representar como puntos en el plano complejo.

En la fig. 28 hemos representado las

tensiones fasoriales V; = 6 + j8 = 10 £ 53,1°V y
V, =3 -j4 =5 £-53,1° V. Mediante la regla del

paralelogramo encontramos su suma V; + V, .

g A
. \%
BF-——=- A
I N
| X
| > Al V1+V2
[
53,10 -
0 6 R
NV,
fig. 28

También se pueden representar fasores de tension y corriente en un mismo

plano complejo, cada uno de ellos tendra su propia escala de amplitud pero una

escala comun para los angulos.

Ej.: Vamos a construir el diagrama fasorial

del circuito RLC de la figura.

Las tensiones que se han medido en los m
vO
g

elementos del circuito son:

Ve=8Y, Vg=6YV, V=2V
Como todos los elementos son recorridos
por la misma corriente, es mas facil
construirlo tomando el fasor I =1 £ 0° como
referencia. La tension Vg esta en fase con la
corriente, en tanto que la corriente atrasa
90° respecto a Vi y adelanta 90° respecto a
V¢ . Luego de dibujar los fasores, podemos

sumar las tensiones graficamente.
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4.9.6 Potencia

Potencia instantanea es la potencia entregada a cualquier dispositivo en
funcion del tiempo y esta dada por el producto de la tension instantanea aplicada
sobre el dispositivo y la corriente instantanea que lo )
p=vi (40)
atraviesa.
Potencia promedio es el promedio de la potencia instantanea en un cierto
intervalo de tiempo. Se la denota con una P 1

P = p(t)dt (41)

mayuscula, ya que no es una funcion del tiempo. t,—t; 9

Nos interesa estudiar el caso de las redes con excitacion senoidal permanente.
Calcularemos la potencia promedio en un intervalo de duracion T, donde T es el
periodo de la senal de excitacion.

Tendremos sobre el dispositivo en cuestion v(t) =V, cos(wt+0)

una tension y una corriente: i(t)=1,cos(wt+q)

La potencia instantanea es:  p(t) = v(t)-i(t) = V,,-1,cos (w t+0)cos(mt+cq)
. . . . e 1 1
aplicamos la identidad trigonométrica cosa cosf} = ECOS(G_B) + ECOS (a+B)

y asi obtenemos: plt)= %Vm'lmcos(e_@) + %Vm'lmcos(z(ﬂ”e"‘(()) (42)
El 1¢r término es una constante, por lo tanto es independiente de t y no
necesitamos hallar su promedio, ya que es la constante misma. EIl 2° término es
una funcion coseno, por lo tanto p(t) es periodica y su periodo es T/2. Como
sabemos que el valor promedio de una onda seno o coseno en un tiempo igual a
un numero entero de periodos es 0, no necesitamos integrar formalmente la
ecuacion para saber que el promedio del 2° término es O.

La potencia promedio queda expresada

entonces por la ec. (43), donde 0 - ¢ esla P= %Vm-lmcos((ﬂ—(p) (43)

diferencia de los angulos de fase de u(t) e i(t)

Ej.: Un generador v =4 cos (1t t/6) V se aplica a una impedancia Z = 2 £ 60° Q

Hallar la potencia promedio en la carga y graficar u(t), i(t), p(t)
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1=Y =220V _ s 600a put (W VA)

Z 2./60°Q

6
P:% 4-2c0860° =2 W ﬂ
P

i(t) = 2cos,(%t —60°)A

p(t)= % 4-2c0s60° + % 4-200s(1TTt —60°) = 2+4cos(%t — 60°)W

Potencia promedio en un resistor ideal
En este caso, la diferencia de fase 1

1
entre v(t) e i(t) es 0° y por lo tanto: 2 =m0 2R

Potencia promedio entregada a un inductor o capacitor ideal

Como en ambos casos 0 — ¢ = 90°, la potencia promedio entregada sera cero. En
cambio, la potencia instantdnea se hace cero s6lo en instantes especificos. Por lo
tanto, durante parte de cada ciclo fluye potencia hacia el inductor o capacitor y

durante la otra parte del ciclo la potencia es devuelta sin pérdidas.

Inductores reales

Ya hemos dicho que los inductores reales presentan pérdidas debidas a la
resistencia del alambre con que estan construidos, la cual representamos
mediante una resistencia R en serie. El factor de calidad Q es una medida de la
eficiencia con que se almacena la energia en el inductor cuando éste es recorrido

por una corriente alterna senoidal max . energia almacenada

Q=2n — .
y se lo define como: energia disipada/ciclo
Multiplicando el numerador y el Q= max .energia almacenada
denominador por la frecuencia: P media disipada
La ec. (10) nos dice que la energia almacenada 1. ..
to) ; ; 0= 2Lli(F

en un inductor en funcion del tiempo es
Como su maximo valor coincide con el maximo valor de i(t), que es I, , la maxima

energia almacenada es ' LI ,?, mientras que la potencia media es P = % R, >
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Si sustituimos estos valores en la ecuacion de Q, = ol (45)
definicion del Q y simplificamos, obtenemos la ec. (45) - R
Es de hacer notar, que el circuito equivalente sencillo con un inductor ideal
en serie con un resistor puro no es adecuado para alta frecuencia. La resistencia
efectiva del alambre del inductor aumenta con la frecuencia a causa del efecto
pelicular; el aumento de la frecuencia causa una redistribucion de la corriente
respecto del area transversal del conductor, haciendo que la corriente tienda a
circular cerca de la superficie del mismo. Ademas, la distribucién de corriente en
el conductor también es afectada por la corriente que circula por los conductores
proximos, efecto de proximidad, el cual reduce atin mas la seccion efectiva.
Finalmente, existen capacidades distribuidas entre espira y espira y entre los

extremos del inductor.

Capacitores reales

Es posible definir del mismo modo un factor de mérito para los capacitores.
Dependiendo de si las pérdidas se
representan como una resistencia Qc = —S o Qc=wCR, (46
en serie o en paralelo, Q. sera:

En la practica se reemplaza Q. por su reciproco, el factor de disipacion.

En alta frecuencia, la inductancia y la resistencia de los terminales de conexion

pueden volverse significativas.

Valor eficaz

Hasta ahora hemos trabajado con valores instantaneos y maximos, pero nos
interesa encontrar un valor que nos dé una medida de la efectividad de una
fuente de tension o corriente para entregar potencia a una carga resistiva.

El valor eficaz de una corriente periodica es igual al valor de la corriente
continua que, fluyendo a través de un resistor de R ohms, entrega al resistor la
misma potencia que la que le entrega la corriente periédica.

Obsérvese que esta definicion es independiente de la forma de la onda
periodica. Se defini6 mediante una onda de corriente, pero se puede definir
también mediante una onda de tension.

Para calcular este valor, partiremos de la ec. (41) tomandot; =0y t, =T,
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siendo T el periodo de i(t). Asi, la potencia entregada al

resistor por la corriente periédica es:

.2
La potencia entregada por la corriente continua es: P=1;R
T
i i . 1
Igualando ambas ecuaciones y despejando obtenemos i == J" 2 g (47)
la expresion de i, ec. (47) 0

Obsérvese que la operacion a realizar es la raiz cuadrada de la media del
cuadrado de la corriente periédica, por eso el valor eficaz también es llamado con
el nombre de raiz media cuadrdtica o rms.

El caso que nos interesa es el de una onda senoidal i(t) = I, cos(et + ¢),

sustituyendo i(t) en la ec.(47) y aplicando luego la identidad 2 cos? a = 1 + cos 2a

T T

t :

enemos que i = \/%fﬁncos2(wt+¢))d¢ = Im\/lf [l+lcos(2mt+2cp)]dt
0

Ty 2 2
La integral de la funcion coseno de frecuencia 2w \/ 1 .
sera O, porque estamos integrando en un intervalo ter = I 2T[t]o+0
que abarca dos periodos completos y por lo tanto el = iy = Loy (48)

area neta representada por la integral es O.

El valor eficaz de una corriente o tension senoidal es una cantidad real, inde-

pendiente del angulo de fase e igual al valor maximo o “de pico” dividido V2

La potencia promedio entregada a un resistor R 5
Ver

(49)

escrita en valores eficaces de tension o corriente es: P = izf'R =
La ec. (43), que expresa la potencia promedio
entregada a un dispositivo por una onda senoidal, pP= Vef-iefcos(e—cp) (50)
también se puede escribir usando valores eficaces:
Los valores eficaces se representan por letras minusculas no cursivas como v,
i, a veces se agrega ef o rms. En estado senoidal permanente, las tensiones y

corrientes fasoriales se pueden indicar en valor eficaz o valor de pico, la

diferencia entre ambos es el factor V2 En general usaremos los valores eficaces.

Valor medio
El valor medio de una senal peridodica es sinonimo de 1

“componente de continua” de la misma y se calcula como: T
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En el caso de una senal simétrica, como es el caso de las senales senoidales,
el area del semiciclo positivo es igual al area del T/
negativo y el valor medio vale 0. Por eso, el valor medio I, = T J‘ I, senwrdt
de una senal senoidal se calcula sobre un semiciclo.
Cambiamos de variablede t a x=wt, de donde dt= dx/® , siendo los nuevos
21

—2. on senxdx = = (—cos x| = 1 =-—"-
Oy(;)T/2=I'[ av T (L)J; J'(j( )|O av JT

limites de integracion

Factor de forma

El factor de forma de una senal periodica se define i,
Factor de forma = T

como el cociente entre el valor eficaz y el valor medio. av
El Factor de forma de una corriente conti- I /\/E

. . Factor de forma = —— = 1,11
nua es 1, para una corriente senoidal es: 21 In

Potencia aparente y factor de potencia

Supongamos que se suministra a una carga una tensiéon u(t) = V,, cos(ot + 0) y
que la corriente resultante es i(t) = [, cos(ot + @), siendo en consecuencia el

angulo 0 — ¢ el angulo de fase por el que la tensién adelanta a la corriente.
La potencia promedio entregada a la carga sera P = v i cOS (6—(9)

Si la tension aplicada y la corriente resultante fueran valores de continua, la
potencia entregada hubiera sido el producto de tensiéon x corriente.

Si aplicamos este criterio al problema senoidal, obtenemos un valor v X i que
aparentemente es la potencia absorbida. Este valor no es la potencia promedio,
sino que se lo llama potencia aparente y se lo mide en voltamperes o VA.

Como cos (0 — ¢) a lo sumo puede valer 1, la magnitud de la potencia real nunca
puede ser mayor que la potencia aparente.

El cociente de la potencia promedio o _ potencia promedio _ P

real entre la potencia aparente recibe el potencia aparente V1

nombre de factor de potencia.

En el caso senoidal, FP = cos (0 — ¢), donde 0O - ¢ es el angulo por el que la
tension adelanta a la corriente. Por esta razéon se dice con frecuencia que el

angulo 0 - ¢ es el dngulo del FP.
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Con una carga puramente resistiva, tension y corriente estan en fase y FP = 1.
Con una carga puramente reactiva, la diferencia de fase entre tension y corriente

es de + 90°, por lo que el FP sera igual a cero.

Potencia compleja
Vamos ahora a expresar la potencia como una cantidad compleja. Dada la

potencia promedio P absorbida por la carga, aplicaremos la formula de Euler:

— : — : jb-9)] — A [

P= Vef'lefcos(e_cp) - Vef'lefiR[e ] - iR[Vefe 1 © ]
El primer par de factores entre los paréntesis rectos representan la tension
fasorial, pero el 2° par de factores no corresponde exactamente a la corriente

fasorial iy = i€’ porque el angulo incluye un signo de menos, sino que se
trata del conjugado i, =i e "’

Podemos entonces expresar la potencia promedio como P=R[vyiy]

Definimos ahora la potencia compleja S como S = v iy (51)
Si observamos las formas polar o exponencial de la potencia compleja, es

evidente que la magnitud de S es la potencia aparente

S = verige "
y el angulo de S es el angulo del factor de potencia. of Tef

Se pueden sacar mas conclusiones interesantes expresando la potencia
compleja en forma rectangular, donde P es la potencia promedio real. La parte
imaginaria Q recibe el nombre de potencia reactiva S=P+jQ ( 52)
y se mide en voltamperes reactivos o VAR. De la

ec. (51) se desprende que la potencia reactiva es: Q= Veriersen(0-¢) <53)

Podemos visualizar los componentes de la potencia compleja construyendo un
diagrama fasorial que contenga v € is . Si descomponemos la corriente fasorial

en dos componentes, una en fase con la tension y otra 90° fuera de fase, queda

claro que la potencia real esta dada por el producto de  $1} Ver

4
la tension fasorial y la componente de la corriente que /
Ler COS(@'(P'),.‘ " Igsen(6-¢)
esta en fase con la misma, en tanto que la potencia \ A
o -.\

reactiva es el producto de la tension fasorial por la »\ 0-¢ ¥ jop

componente de la corriente que esta 90° defasada (en 0 R

cuadratura) con respecto a la tension.
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Problemas

1) Determinar la impedancia y la admitancia en forma rectangular y polar
para f= 160kHz de:
a) La combinacion en paralelo de R=800 Q,L=1mHy C = 2nF
b) La combinacion en serie de los 3 elementos del punto a)

c) Un capacitor de 20pF en serie con el paralelode R=80Qy L =15 mH

2) En el circuito de la figura, si f = 80 Hz e I} = 2,5 £ 40° A, encontrar v(t)

100 25 £-30°V

+ — —>

A\ 25Q 20 mH

3) a) Encuentre la impedancia Z;, entre los terminales de entrada para
i) ® =800 rad/s;
2 uF

ii) ® = 1600 rad/s _"_

b) Si se conecta el generador o— 300 0

v, = 120 cos 800t V, , —\WW\—

$ - 600 Q

0,6 H
calcular la corriente que

fluye hacia la derecha en

la resistencia de 300 Q

4) Un inductor de 10 H, un resistor de 200 Q y un capacitor C estan en
paralelo. a) Encuentre la impedancia de la combinacion en paralelo con
® = 100 rad./s si C = 20pF. b) Si la magnitud de la impedancia es 125 Q
con ® = 100 rad./s, encuentre C. c¢) ¢Cuales son los dos valores de ® en

donde la magnitud de la impedancia es igual a 100 Q si C = 20pF.
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5) En el circuito de la figura, calcular las corrientes iy, i € i3 .

60+j30)Q

C;) Ve TV z,| 25502

6) En el circuito de la figura, siendo Z;, =2+j5Q e Y,=0,1-j0,30
encuentre la potencia promedio
a) Disipada en el resistor de 3 ohms

b) Generada por la fuente

5/30°A Z, Y,
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