1. Conceptos fisicos preliminares

Ing. Juan C. Bonello, Ing. Pedro Castro

1.1 Fuerzas y cargas eléctricas

Consideraremos en este estudio un tipo de fuerzas denominadas
electrostaticas.

Estas fuerzas son explicadas por cierta propiedad que poseen algunos
cuerpos, la carga eléctrica. Asi a nivel del nticleo del atomo el proton tiene carga,
mientras que el neutréon no la tiene. Los electrones exteriores al nuicleo también
tienen carga eléctrica.

Tanto el proton como el electron tienen la misma cantidad de carga, pero de
signos contrarios. Al proton se le ha asignado carga positiva, mientras que al
electron se le atribuye carga negativa.

No existe carga menor a la del electron, por lo que puede considerarsela la
unidad basica de carga eléctrica.

Sin embargo, en el sistema de unidades que usaremos en este curso, el
sistema MKSA, la unidad de carga eléctrica se denomina Coulombio.

La carga del electron medida en Coulombios resulta ser 1,602 x 10-19.

Este valor fue determinado experimentalmente por Millikan hacia 1910.

Se ha comprobado que las fuerzas eléctricas son de dos tipos: de repulsiéon o
de atraccion. Cargas del mismo signo se repelen, mientras que cargas de signo
contrario se atraen.

Aparte de estas fuerzas de repulsion y de atraccion entre cargas, existen las
fuerzas producidas por cargas con movimiento relativo entre ellas. Estas ultimas
se conocen como fuerzas magnéticas. En este cuaderno no trataremos las
fuerzas magneéticas.

La separacion entre fenomenos eléctricos y magnéticos se hace a fines de

estudio, ya que éstos son inseparables.
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1.2 Principio de conservacion de la carga eléctrica

La Fisica ha conseguido estructurar su desarrollo en base a ciertos principios
que son el resumen de la experiencia acumulada a través de la historia.

El principio de conservacion de la carga es uno de ellos. Este principio
expresa un hecho experimental. No se conoce ninguin proceso en el cual se haya
creado o destruido carga eléctrica, solamente se ha observado transferencia de
carga entre cuerpos.

La carga eléctrica pues ni se crea ni se destruye, permanece constante. En
Fisica, cuando una magnitud permanece constante se dice que se conserva.

Podemos inferir de esto que en un proceso de electrizacion, o sea un proceso
en el cual un cuerpo se carga, otro cuerpo pierde esa misma cantidad de carga.
De igual modo, cuando un cuerpo cargado se descarga, ha cedido su carga a otro

cuerpo.

1.3 Fenomenos de electrizacion

Los atomos de cualquier sustancia tienen igual numero de protones que de
electrones. Por lo tanto los atomos son eléctricamente neutros.

Podemos concluir que en su estado natural todos los cuerpos tienen la misma
cantidad de carga positiva que de carga negativa. Decimos que estan sin carga
neta, o simplemente sin carga o descargados.

Los primeros fenémenos eléctricos observados son los que se denominan de
electrizacion por contacto.

Si se frota una varilla de vidrio con un trozo de seda, ambos cuerpos quedan
electrizados. Dos varillas de vidrio electrizadas por rozamiento con un trozo de
seda se repelen. Esto se explica diciendo que al rozar con la seda, ha habido una
transferencia de carga que arbitrariamente consideraremos positiva, desde la
seda a la varilla de vidrio. Se concluye que cargas del mismo signo se repelen.

Si se frota una varilla de caucho con lana o piel de gato, ésta resulta atraida
por la varilla de vidrio electrizada. Esto se explica diciendo que la varilla de
caucho se ha electrizado con cargas de signo negativo, y cuerpos cargados con
signos contrarios se atraen.

Este convenio de signos es arbitrario y su origen es historico, pero se sigue

manteniendo.
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1.4 Ley de Coulomb

Representaremos por q o Q la carga eléctrica.

La carga elemental, esto es la carga del electron, se representa por la letra e.

El primer estudio cuantitativo sobre las fuerzas entre cuerpos cargados se
debe a Augustin Coulomb, (1785).

Los experimentos de Coulomb pueden resumirse en su famosa ley: La fuerza
entre dos cargas es proporcional al producto de las cargas e inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia que las separa. La direccion de la fuerza
estara dada por la recta que une las dos cargas. El sentido de la fuerza estara
determinado por el signo de las cargas.

En términos matematicos:

(1) F: q-9g T

fig. 1

El simbolo := significa proporcional.
Sobre cada una de las cargas actiia una fuerza, siendo ambas iguales (fig. 1).
Si las cargas son del mismo signo las fuerzas son de repulsion, si las cargas son

de signo contrario las fuerzas son de atraccion.

1.5 Sistema de unidades

La proporcionalidad (1) puede convertirse en una ecuaciéon introduciendo una

constante que designaremos k (ecuacion 2 ):

El valor de k depende del sistema de unidades y del medio en el cual estan
inmersas las cargas. Para el sistema MKSA y en el vacio k = 8,987 x 10°. Las
unidades de fuerza, carga y distancia en el sistema MKSA son el Coulombio, el
Newton y el metro. Por lo tanto:

2
9 N-m
2

k = 8,987 - 10
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1.6 Conductores y aisladores

Si se une una barra cargada con un hilo de cobre a un objeto metalico, se
observara que se produce una descarga a través del hilo de cobre. O sea que el
hilo de cobre ha permitido el paso de la carga eléctrica a través de él. Si se repite
la experiencia con un hilo de goma no se observara descarga apreciable.

Si  hiciéramos esta experiencia con diversas sustancias, podriamos
clasificarlas en dos tipos que denominaremos conductores y aisladores. Esta
distincion, de fundamental importancia, sera estudiada a fondo mas adelante.
Asi a titulo de ejemplo, los metales son conductores de la electricidad, mientras
que otras sustancias tales como el vidrio, goma o caucho son aislantes, o sea que

no permiten apreciable pasaje de cargas eléctricas.

1.7 Campo eléctrico

Supongase que se tiene una esfera
cargada fija, suspendida por un cable
aislante (fig. 2).

En cualquier punto vecino a la esfera

cargada en que se introduzca una carga

eléctrica, ésta experimentara una fuerza
de origen eléctrico, que puede ser de
repulsion o de atraccion segin los signos e q

de la carga Q y de la carga q, que fig. 2

denominaremos carga exploradora.

Segin la ley de Coulomb, tanto la carga fija como la carga exploradora
sufriran la accién de una fuerza dada por la ecuacion 2. La fuerza sobre la carga
exploradora q dependera de su valor, del valor de Q y de la distancia entre los
cuerpos cargados. Cuanto mas alejada esté q de Q, menor sera el valor de la
fuerza. Como se ve, la ley de Coulomb proporciona un método para estudiar el
comportamiento de los cuerpos cargados.

Vamos ahora a hacer otro enfoque del problema. En lugar de considerar que
la carga Q repele o atrae a la carga q, consideramos que en esa region existe un
campo eléctrico.

Consideramos, olvidando la carga Q en forma momentanea, que es el campo
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eléctrico que existe en esa region el que actia sobre la carga exploradora.
Podemos definir pues: Existe un campo eléctrico en un punto del espacio si sobre
una carga de prueba colocada en ese punto actia una fuerza de origen eléctrico,
0 sea una fuerza que no se manifiesta si se descarga al cuerpo explorador.

El planteo del problema desde el punto de vista del concepto de campo no
debe hacernos olvidar que el origen del campo es otro u otros cuerpos cargados.
Mas técnicamente decimos que las fuentes de todo campo eléctrico son

distribuciones de cargas eléctricas.

1.8 Intensidad, direccion y sentido del campo eléctrico

Se representa al campo eléctrico por la letra E. Es una magnitud vectorial, o
sea que tiene intensidad, direccion y sentido. La intensidad se determina me-
diante el cociente entre el valor de la fuerza sobre F
una carga exploradora pequena y el valor de esa q
carga. O sea:

De acuerdo con la ecuacion anterior, las dimensiones del campo eléctrico son
de fuerza/carga, o sea que su unidad sera el Newton/Coulombio, sin nombre
especial.

El campo eléctrico es una magnitud vectorial. Ademas de su intensidad se le
atribuye direccion y sentido. La direccion y sentido del campo eléctrico en un
punto es la direccion y sentido de la fuerza que actuaria sobre una carga de
prueba positiva colocada para explorar el campo en ese punto. Esta definicion es
arbitraria en cuanto al signo de la carga exploradora, podria haberse tomado
negativa. Asi por ejemplo en la figura 3 se ve la direcciéon y el sentido del campo

representado por una flecha.

fig. 3a fig. 3b
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Una carga de prueba positiva colocada en los puntos A o B seria repelida por
la carga fija Q. Si Q fuera negativa, como en la figura 3b, la fuerza seria de
atraccion, y asi lo indica la punta de la flecha.

4 F=qE
La ecuacion 3 puede escribirse de otra manera: (4) q

Esta ultima ecuaciéon permite calcular la fuerza sobre una carga conocida q si

se conoce el valor del campo E en ese punto.

1.9 Calculo de la intensidad del campo eléctrico

En ciertos casos calcularemos el valor del campo aplicando la ley de Coulomb.
Supongase que se quiere calcular el campo eléctrico en un punto A (fig. 3)
distante s de una carga fija Q, creadora del campo en esa region. Si se coloca
una carga exploradora q pequefa, sobre ella actuara una fuerza dada por la ley
de Coulomb:

(5) F=k q.zQ (Newtons)
s

Dividiendo esta ultima ecuacion por el valor de la carga exploradora q se tiene E:

(6) E= F_ k Q ( Newtons |Coulombios )

q s’
Ahora queda claro que el valor del campo no depende de la carga de prueba, lo

cual haria la definicion de la intensidad del campo inutil.

1.10 Campo creado por una distribucion de cargas fijas

Para calcular el campo eléctrico en un punto debido a una distribucion
cualquiera de cargas fijas, haremos uso de un principio de fundamental
importancia. Este principio lo denominaremos de superposicion y lo
expondremos a continuacion.

Calcularemos en ese punto cada una de las contribuciones al campo debida a
cada una de las cargas y luego haremos la suma de todas ellas. Cuando se
calcula la contribucién de cada carga, se supone que las demas no existen.
Debido a la naturaleza vectorial del campo eléctrico, la suma de las
contribuciones sera una suma vectorial. Para ilustrar esto, en la figura 4
tenemos dos cargas fijas y se quiere calcular el campo en un punto cualquiera

como el punto A.
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El vector E; representa el campo creado en A por la carga Qi, como si la carga
Q2 no existiera. El valor de E1 se calcula de acuerdo con la formula 6, o sea E:
sera proporcional al valor de Qi, e inversamente proporcional al cuadrado de la
distancia desde A a la posicion de Q1, o sea si1. A su vez Eo representa el campo
creado en el punto A por la carga Q2. Realizando la suma vectorial de E;1 y E2 se
tiene el campo resultante en A, lo cual aparece como E: en la figura 4. Debe
notarse que al calcular E1 no se tuvo en cuenta la accion de Q2 y al calcular Ez

no se tomo en cuenta a Qi.

Esto constituye la esencia del Q O

‘ Q
principio de superposicion. O 2

Si hubieran mas cargas, el

método se puede extender a
cualquier numero de cargas.
Simplemente habra tantos E2
vectores a sumar como cargas E

" fig. 4

fuentes del campo eléctrico haya.

1.11 Representacion de un campo eléctrico mediante lineas de fuerza

Tanto el campo eléctrico como

el campo magnético pueden ser

representados por medio de las

lineas de fuerza. Una linea de

fuerza es una linea dibujada de T g
Linea de
fuerza

direccion y sentido del campo en ﬁg 5

tal modo que, si se quiere saber la

un punto, basta con trazar una
recta tangente a la curva en ese punto (fig. 5).

La direccion de la tangente marca la direccion del campo en ese punto. El
sentido queda determinado por una flecha superpuesta a la linea de fuerza. Toda
linea de fuerza se origina en una carga positiva y termina en una carga negativa,
y la flecha apunta en la direccion de la carga positiva hacia la negativa.

Las lineas de fuerza también permiten tener una idea de la intensidad del
campo. Para ello son dibujadas de modo que el numero de lineas que atraviesa

una superficie unitaria sea proporcional a la intensidad del campo.
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Las lineas de fuerza del campo eléctrico tienen dos caracteristicas
remarcables. En primer lugar son lineas abiertas, o sea que no cierran sobre si
mismas.

En segundo lugar, las lineas de fuerza del campo eléctrico se pueden apretar
donde el campo es muy intenso, pero nunca se cruzan. En esta pagina se pueden

ver las lineas de fuerza para algunas distribuciones de cargas.

fig.6a

fig. 6 b

En la figura 6 podemos ver la representacion de un campo eléctrico mediante
lineas de fuerza. En la fig. 6 a, vemos el campo entre dos cargas iguales de signo

contrario. En la fig.6 b, para dos cargas iguales del mismo signo.
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1.12 Potencial eléctrico

Antes de definir el potencial, recordaremos la definicion de trabajo.

Se dice que una fuerza hace trabajo cuando se desplaza su punto de
aplicacion.

Si la fuerza es constante, el

trabajo se calcula mediante el

producto del valor de la fuerza, por

el desplazamiento y por el coseno X X
0 1

del angulo comprendido entre los
. fig. 7

vectores fuerza y desplazamiento.

Asi en la figura 7 se ve un cuerpo sobre el que actia una fuerza constante F,
desplazandose el punto de aplicacion de F desde una posicién xXo hasta una
posicion xi1. Al vector desplazamiento lo designaremos por Ax = X1 - Xo, y lo
representaremos por un vector con origen en el punto xo y extremo en el punto

x1. Lo expresado anteriormente puede ser formulado asi:
(7) T =F-Ax-cosa

La unidad de trabajo en el sistema MKSA sera el Newton x metro, que recibe
el nombre de Julio, en honor del fisico inglés James Joule.

Conviene aclarar que la fuerza F no tiene por que ser la Ginica fuerza actuante
sobre el cuerpo. Téngase en cuenta que se calcula el trabajo de una fuerza.

No debe ser confundido el trabajo definido como anteriormente se hizo con el
significado de la palabra trabajo en el lenguaje comun. Asi, transportar un objeto
realizando una fuerza perpendicular al recorrido implica indudablemente en el
lenguaje comun realizar un trabajo. Sin embargo, segin la definicion anterior no,
ya que por ser el angulo entre los vectores F y Ax de 90°, el coseno vale cero,
siendo nulo el trabajo.

En el curso de Fisica, el estudiante vera que si una fuerza realiza un trabajo
sobre un cuerpo, se incrementa alguna forma de energia del cuerpo. Asi, por
ejemplo, puede incrementarse la energia cinética del cuerpo, o alguna forma de
energia potencial.

Asi, el resultado de la accion de la fuerza sobre el cuerpo puede ser, que

estando inicialmente en reposo adquiera una cierta velocidad, aumentando
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entonces su energia cinética en una cantidad m . v2/2 , donde m es la masa del
cuerpo y v el valor de su velocidad.

En virtud del Principio de conservacién de la energia, otro u otros cuerpos
deben haber cedido esa cantidad de energia. Es importante que el estudiante
preste atencion sobre este modo de pensar. El principio de conservaciéon de la
energia, que junto con el de conservacion de la carga son los pilares basicos del
electromagnetismo, es la expresion sintética de la experiencia acumulada a
través de la Historia en el sentido de que no se ha comprobado la existencia de
ningin proceso en el que se cree o destruya energia. Decimos pues que la
energia se conserva.

Esto no significa que a veces no resulte facil realizar el balance energético.
Aclararemos esto mediante un ejemplo:

En la figura 8 se ve a
una persona que eleva un
cuerpo A a una cierta altura
h del nivel del suelo. Para
ello se vale de una cuerda y

de una polea. A fin se

simplificar el problema, 777777777777
supondremos que se ha
eliminado todo tipo de fig. 8

rozamiento.
Las unicas fuerzas actuantes son el peso del cuerpo y la fuerza exterior que hace
el hombre. Durante el proceso de elevacion, la fuerza exterior realiza un trabajo
que de acuerdo a la formula 7 sera igual a
(8) T=F,_h

Si no hay rozamiento alguno y no se necesita energia para hacer rotar la
polea, podemos suponer que para elevar el cuerpo basta con que la fuerza
exterior sea igual al peso P del cuerpo. Pero como P=m . g, siendo m la masa

del cuerpo A y g la aceleracion de la gravedad, sustituyendo en la ecuacion 8:
(9) T=-m-gh

El signo negativo en la ecuacion anterior se entiende, pues la fuerza

gravitatoria tiene sentido contrario a la fuerza exterior.
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¢En que se ha invertido ese trabajo? Una manera de comprobar que esa
energia del trabajo realizado no se ha destruido, o desaparecido, es suponer que
se suelta la cuerda. El cuerpo, inicialmente en reposo a una altura h, adquirira
una velocidad v hasta llegar al nivel del suelo.

Se introduce pues el concepto de energia potencial gravitatoria. Decimos que
el trabajo de la fuerza exterior incremento la energia potencial gravitatoria del
cuerpo A. Mas precisamente, lo incrementé en una magnitud igual al trabajo de
la fuerza exterior, o sea: m-g-h

Cuando el cuerpo estaba a una altura h, tenia una propiedad que no tiene si
se encuentra al nivel del suelo. La propiedad se denomina energia potencial
gravitatoria. Si se duda de la existencia de esa propiedad, piénsese en que
estando el cuerpo arriba puede descender y adquirir energia cinética, mientras
que por si solo no puede hacer el proceso inverso (o sea, estando en el suelo
subir y aumentar su velocidad sin intervencion de algiin agente exterior).

Pasemos ahora al concepto de energia potencial eléctrica.

En la figura 9 se ve un cuerpo con cierta carga Q
(negativa) suspendido mediante un hilo aislante.
Una persona mueve una esferita cargada

positivamente mediante una varilla aislante

Q
desde el punto a hasta el punto b. a b
,,,,,,,,,,,,,,,,,,, °
Evidentemente, este desplazamiento se realiza % / q
contra la fuerza de atraccion que ejerce la carga

fija Q sobre la carga movil. (Supondremos que la fig. 9
fuerza gravitatoria es despreciable frente a la &
fuerza coulombiana). La fuerza exterior la provee la persona que empuja la varilla
desde a hasta b. El trabajo que realiza sera igual a esa fuerza por el
desplazamiento, o sea la distancia desde a hasta b y multiplicada por el coseno
del angulo correspondiente (ec. 7).

Esa energia exterior: ¢En que se gast6o? Decimos que se invirtio en
incrementar la energia potencial eléctrica de la carga movil.

¢Como justificamos que esa energia esta en forma potencial? Si liberamos la
esferita cargada de la varilla, la fuerza atractiva de la carga negativa Q la llevara

desde b hacia el punto a, realizandose el mismo trabajo, solo que con el

desplazamiento en sentido contrario.
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La energia potencial eléctrica que tenia la carga moévil en el punto b disminuye
transformandose en energia de movimiento, o sea en energia cinética.

El estudiante debe notar el paralelismo del ejemplo eléctrico con el ejemplo
mecanico anterior.

Pasemos ahora a una definicion mas precisa. Definimos el potencial eléctrico
de un punto como el trabajo realizado por unidad de carga para traer una carga
desde un punto infinitamente alejado hasta ese punto, venciendo la oposicion del
campo eléctrico. O sea que en la figura 9, el potencial del punto a seria igual al
trabajo que habria que hacer para traer una carga unitaria negativa desde un
punto infinitamente alejado hacia la derecha hasta el punto a.

El potencial eléctrico depende pues de la posicion.

Designaremos al potencial eléctrico con la letra V y un subindice que indica el
punto de que se trata. Asi el potencial del punto a se escribe Va, el potencial del
punto b sera Vp, etc.

De acuerdo con la definicion anterior, las dimensiones del potencial eléctrico
son de trabajo o energia sobre carga. Su unidad en el sistema usual de unidades
es el Julio/Coulombio, que recibe en honor del fisico italiano Alejandro Volta el

nombre de voltio.

1.13 Diferencia de potencial

La diferencia de potencial entre dos puntos a y b se denota simplemente
como Va - Vp 0 abreviadamente Vap. La diferencia de potencial entre dos puntos
es simplemente la diferencia de los potenciales de cada punto. Asi supongamos
que el potencial de un punto ¢ sea 8 voltios. Esto se escribe asi: Vc = 8 V. A su
vez consideremos que el potencial de otro punto d sea de 5 voltios ( Va = 5 V.).

Entonces la diferencia de potencial entre los puntos ¢ y d, o sea Vcd sera:

Vuy=V.—-V,;=8-5=3V
Es comun llamar a la diferencia de potencial tension y en lenguaje no muy
académico, pero muy usado, voltaje.
Estableceremos a continuacion, sin demostracion, lo siguiente que es de
fundamental importancia:
La diferencia de potencial entre dos puntos es el trabajo que debe efectuarse

contra las fuerzas del campo eléctrico para trasladar una carga unitaria entre
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esos dos puntos.

Asi en el ejemplo anterior, que la diferencia de potencial entre los puntos cy d
sea de 3 voltios, significa que para trasladar un coulombio desde d hasta ¢ hay
que realizar un trabajo de 3 julios. Notese que decimos desde d hasta ¢, en el
sentido inverso no hay que realizar trabajo. En ese caso el trabajo lo proporciona
la energia potencial eléctrica.

Estableceremos ahora una conclusion importante.

Si una carga remonta una subida de potencial, o sea va desde un punto de
potencial inferior a otro superior, consume energia de alguna fuente exterior. A
expensas de esa energia exterior aumenta su energia potencial eléctrica. Por el
contrario, si una carga “desliza” por una bajada de potencial, hay una
transformacion de la energia potencial eléctrica en alguna otra forma de energia,

como ser energia cinética o calor.

1.14 Fuerza electromotriz

En el estudio posterior de los circuitos eléctricos, el estudiante se manejara
con elementos denominados generadores. Su estudio se efectuara mas adelante,
pero por ahora diremos que un generador es un elemento capaz de entregar
energia eléctrica. Por supuesto que esa entrega se basa en la conversion de
energia de alguna forma no eléctrica a alguna forma eléctrica.

Pasemos ahora al concepto de fuerza electromotriz. El valor de la fuerza
electromotriz (fem) de un generador es la cantidad de energia que convierte por
unidad de carga que circula.

De acuerdo con esta definicion, las dimensiones de la fem seran de
energia/carga y su unidad sera el voltio.

Aclaremos la definicién mediante un ejemplo concreto.

Supongamos que una pila tiene una fem de 1,5 voltios. Esto quiere decir que
por cada coulombio de carga que entrega la pila, ésta convertira 1,5 julios de
energia no eléctrica en energia eléctrica.

La definicion anterior se puede expresar matematicamente como:

energia convertida
carga

(10) fem =
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1.15 Corriente eléctrica

Como ya mencionamos anteriormente, hay elementos que son conductores de
la electricidad. Denominaremos corriente eléctrica a un movimiento de cargas
ordenado. Denominaremos conductor a un medio en el cual se propaga una
corriente eléctrica.

Clasificaremos las corrientes en transitorias cuando en un lapso breve de
tiempo se extinguen. Si no sucede asi, se dice que la corriente es estacionaria.

Una corriente se dice que es continua si fluye siempre en el mismo sentido.
Decimos que es alternada o alterna cuando invierte periddicamente su sentido.

Una corriente es constante cuando no varia su magnitud ni su sentido en el
tiempo. Una corriente es variable si varia su sentido o su magnitud a medida que
transcurre el tiempo.

¢Como se cuantifica una corriente eléctrica?

Mediante el valor de su intensidad. La intensidad de una corriente se define
como la cantidad de carga que atraviesa una seccion dada de un conductor por
unidad de tiempo.

Designaremos por I a la intensidad de la corriente.

Si en un intervalo At pasa por la seccion sombreada de la figura 10 una
cantidad de carga Aq, de acuerdo a la definicion:

Por la ecuacion 11, las dimensiones de la A
intensidad son carga/tiempo. O sea que su t

unidad sera el coulombio/segundo, que se

denomina amperio, en honor del fisico francés
-~ = *« =
>© =~

A. M. Ampere. Debido a que las cargas moviles

que conforman una corriente eléctrica pueden ser
. . . . fig. 10
positivas o negativas, es preciso definir un
sentido de la corriente.

Se toma arbitrariamente como sentido de la corriente el sentido del
movimiento de las cargas positivas.

Es de hacer notar que en los conductores metalicos las cargas moéviles son
electrones, por lo tanto negativas. De acuerdo con la convencién anterior, el

sentido de la corriente en un conductor metalico es el contrario al del movimiento

de los portadores de carga.
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2.1 Meétodo de analisis de dispositivos de dos terminales

Se presenta aqui un método de analisis para dispositivos de dos terminales
sometidos a régimen constante, o sea que las tensiones y corrientes
permaneceran invariables en el tiempo.

Estos dispositivos pueden tener una estructura interna compleja, pero
estudiaremos uUnicamente las propiedades que puedan deducirse de las
mediciones hechas desde los dos terminales en consideracion, de ahi el nombre
que adoptaremos para ellos: Dispositivos de dos terminales.

Cabe senalar aqui, que la corriente entrante al I A B I

dispositivo por un terminal debe ser igual a la :l

corriente saliente por el otro. De lo contrario
e . - figura 1
existiran mas terminales en el dispositivo (fig. 1).
Esto quiere decir, que dentro del dispositivo no se pierde ni se genera carga
alguna. Se considera que la corriente atraviesa el dispositivo de un terminal a

otro.

2.2 Dispositivos lineales

Nos ocuparemos ahora de aquellos dispositivos que presentan como relacion
tension-corriente una linea recta que pasa por el origen. Los llamaremos
dispositivos lineales. En la figura 2 se ve la grafica de un dispositivo lineal.

Veamos como fue trazada. Se asignoé al eje horizontal (abscisas) la intensidad
de corriente y al eje vertical (ordenadas) los valores de la tensién en los

terminales del dispositivo.
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J Vv Coltioy B
41
-1 1 2 3 1
21 (amperios)

figura 2

Los valores negativos y positivos de la corriente corresponden a diferentes
sentidos de circulacion, lo que da lugar a un cambio de signo en la diferencia de
potencial.

Consideremos el punto A de la grafica. Cuando la medicion de la corriente
resultoé ser 1 amperio, la medicion de la diferencia de potencial en los terminales
del dispositivo fue de 2 voltios.

Consideremos ahora el punto B. En este caso las medidas fueron de 6 voltios
y 3 amperios.

Bajo este procedimiento se obtuvieron suficientes puntos como para trazar la
grafica completa.

Puede observarse en la grafica, que a cada valor de corriente le corresponde
un Unico valor de tension. Se dice que la diferencia de potencial depende o “es
funcién” de la corriente.

Como el estudiante ya habra observado, para obtener el valor de tension a
partir de un valor de corriente dado, no es necesario usar la grafica; es suficiente
multiplicar el valor de la corriente por un nimero, en este caso el numero es 2.

Este numero dependera del dispositivo en cuestion y se dice que este nimero
es una constante del dispositivo. Le llamaremos a esta constante resistencia y la
representaremos por la letra R.

Para hallar el valor de la tension en los terminales de un dispositivo de esta
naturaleza bastara con hacer:

(1) V=R-I
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Llamaremos resistencia eléctrica al cociente entre la diferencia de potencial y
la corriente en un dispositivo lineal.

v
(2) R=T

La unidad de resistencia eléctrica es el voltio/amperio, que recibe el nombre

de Ohmio ( Q) en honor al fisico aleman Georg Ohm.

2.3 Ley de Ohm

Hemos visto que en un dispositivo lineal de dos terminales, la corriente es
directamente proporcional a la tension e inversamente proporcional a la
resistencia.

La ley de Ohm establece en su enunciado que en un conductor metdlico la
corriente es proporcional a la tension e inversamente proporcional a la resistencia
del conductor.

De acuerdo con lo antedicho, los elementos que cumplen la ley de Ohm son
dispositivos lineales.

Es 1til definir la relacion corriente/tension, inversa de la resistencia, que
recibe el nombre de conductancia y que representaremos por la letra G. De

acuerdo con la ecuacion 2:

(3) G= (4) G=

I 1
v R
La unidad de conductancia, amperio/voltio es el mho ( O).

Es importante recalcar que la resistencia y la conductancia son dos formas de
expresar la misma propiedad.

Es decir, si un elemento tiene una resistencia de 2 ohmios, es equivalente a
decir que tiene una conductancia de 0,5 mhos.

Se representa a la

R=20 G=050
A= AN

resistencia o conductancia

por el simbolo de la figura 3.
Se acompana este

figura 3

simbolo por el valor numeérico

y la unidad correspondiente. El mismo simbolo se utiliza para la conductancia.
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Ejercicios

1) En un elemento lineal de dos terminales, la tension entre sus bornes es
10 V. cuando la intensidad de la corriente es de 0,5 A.
Determinar: a) la corriente sila d.d.p. es 20 V.

b) la tension si la corriente es 0,2 A.

c) el valor de la conductancia.

2) En un elemento de dos terminales se hicieron las siguientes parejas de
mediciones de tension y corriente: V=1,57V. 1=0,5A.;
V=47V.1=15A.;V=785V. I=25A.
Trazar la grafica y determinar si el dispositivo es lineal.

Calcular el valor de R si el dispositivo es lineal.

3) Repetir el problema anterior para las siguientes parejas de mediciones:
V=40V. I=0,7A.;V=50V. I=1,09A.; V=70V. I=2,13A.;
V=90V. I=3,52A.

2.4 Resistividad

Consideremos un alambre de constitucion homogénea y seccién constante.
Se puede comprobar que la resistencia que presenta entre sus extremos es
proporcional a su longitud, inversamente proporcional a su seccion y
proporcional a una constante del material que lo constituye.

Esta constante se llama resistividad y la representaremos
por la letra griega p (ro). (5) R= p-1

Esto se expresa en términos matematicos por: A

El coeficiente tiene unidad de ohmio x metro, como se
puede deducir de la ecuacion 6. En estas ecuaciones R se (6) p= ]
mide en ohmios, la seccion A en m? y la longitud 1 en m.

También se utiliza la inversa de la resistividad,
denominada conductividad, que designaremos por la letra (7) o=

griega o (sigma). De acuerdo con lo anterior:

Las unidades de la conductividad son: O xm 0 m
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2.5 Conductores y aisladores

Si se hace un estudio de los materiales mas utilizados en Electricidad, se vera
que se agrupan en dos clases bien diferentes, en cuanto al orden de magnitud de
su resistividad.

Algunos materiales como el Cobre, Plata, Aluminio, presentan una resistividad
del orden de 10! veces menor que la de otros como corcho, mica, vidrio.

Los primeros reciben el nombre de conductores y los segundos de aisladores.

Obsérvese que no existe el conductor perfecto (p=0) ni el aislante perfecto (0=0).

Ejercicios
1) Se quiere construir una resistencia de 0,47 Q, utilizando un conductor de

constantan de resistividad 49 x 10® Q . m, de seccién uniforme igual a

0,5 mm?. Determinar la longitud necesaria.

2) Un conductor de 1,3 mm de radio y 100 m de largo presenta una tension
entre sus extremos de 5,16 V cuando la corriente que circula por €l es de

3 A. Calcular la resistividad del material.

3) Una bobina de alambre de cobre de 0,5 mm de diametro presenta una

resistencia de 20 ohmios. Determinar el peso de dicha bobina.

2.6 Generadores

Los generadores eléctricos son dispositivos por medio de los cuales se puede
obtener energia eléctrica a partir de cualquier otra forma de energia. Por ejemplo
una dinamo convierte energia mecanica en energia eléctrica. Una bateria de
acumuladores convierte energia quimica en energia eléctrica y una célula
fotovoltaica hace la conversion a partir de energia luminica.

No nos ocuparemos del proceso fisico de la conversion y trataremos al
generador como un dispositivo de dos terminales.

En la figura 4 se ve la curva tension-corriente correspondiente a una bateria.
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| V (voltios)

‘: ; ——
10 20 30 40 1
(amperios)

figura 4

En la figura 4 se ve que para I = O (bateria desconectada) la tension en sus
bornes es de 6 voltios. Cuando la bateria entrega energia la tension en sus
bornes baja, mientras que cuando recibe energia la tension sube. Esta es una
caracteristica general de todos los generadores de tension. Si un generador de
tension mantiene la tensién entre sus bornes constante, cualquiera sea la
corriente que lo atraviese, se le considera un generador de tension ideal. Ningin
generador real cumple esta condicion perfectamente, ailn cuando, en algunas
circunstancias y a los fines practicos un generador real puede ser considerado
como ideal. En beneficio de la simplicidad consideraremos por ahora a los
generadores como ideales.

De la misma manera que hemos definido el generador de tension ideal,
definiremos el generador de corriente ideal como aquel dispositivo de dos
terminales capaz de entregar una corriente de valor constante independiente de
la tension entre sus bornes.

En la figura 5 se ven los simbolos de ambos generadores.

(o]
+
— Vg Ig
(o]
Generador de Generador de
tension ideal corriente ideal

figura 5
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2.7 Circuitos eléctricos

El circuito mas elemental que puede concebirse I

esta constituido por un generador y por una
resistencia o una conductancia. (figura 6) -
Como consecuencia de la conexion, el (—) Vg R

generador de tension aplica una diferencia de

I
potencial de valor Vg a los bornes de la resistencia o—=
R. De acuerdo a la ley de Ohm, en la resistencia figura 6

circulara una corriente de intensidad:

Haremos ahora un balance energético en este circuito.
De acuerdo a lo visto anteriormente (ver cuaderno 1), el generador al forzar la

circulacion de la carga eléctrica en el circuito, entrega una cantidad de energia

que sera igual a: (9) E= V, - Aq (julios)
siendo Aq la cantidad de carga.
. . . . Aq
Como la corriente que circula en el circuito se puede expresar como: [ = At

podemos expresar la carga como el producto de la intensidad de corriente por el
intervalo de tiempo: Aq=1-At
con lo que la energia entregada por el generador sera:

(10) E=V,-1-At (julios)
Esta energia entregada por el generador es convertida en calor por la
resistencia.
La potencia es la energia por unidad de tiempo por lo que la potencia, que
representaremos por la letra P, puede expresarse:
E
11 P=—=V_-1I
(11) A= Ve
Si se expresa la corriente en amperios y la tension en voltios, la potencia
queda expresada en vatios. La expresion de la ec. 11 para la potencia puede

adquirir otras formas que son bastante usuales, cuya demostracion se deja a

cargo del estudiante: (12) P=I’*-R (vatios)

(vatios)
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2.8 Leyes de Kirchhoff

Las dos leyes de Kirchhoff (fisico aleman que las enuncié por primera vez en
1841) son la base de todo el estudio posterior de los circuitos eléctricos.

Presentaremos a continuacion las dos leyes derivadas de los dos principios
fundamentales que ya han sido expuestos anteriormente: el principio de
conservacion de la carga y el principio de conservacion de la energia (ver

cuaderno 1).

2.9 Ley de Kirchhoff de las corrientes

En la figura 7 se ven cuatro conductores, cada
uno transportando una corriente que confluyen o
divergen de un nudo. Nudo se denomina a la

union de dos o mas conductores.

Designaremos las corrientes en cada conductor

figura 7

por I, I, I;e I,. El sentido de cada corriente queda

explicitado por una flecha superpuesta al conductor.
No nos interesa el mecanismo que produce las corrientes, simplemente
suponemos que estan fluyendo.

Llamaremos a su vez Aqi, Aq2, Aqs y Ag4 a las cantidades de carga que
circulan por el conductor.

En un intervalo de tiempo At, la corriente I, hace entrar al nudo una cantidad
de carga Aqi, Is hace entrar Aqs, mientras que I, e I; sacan o drenan del nudo

Aq2 y Aga respectivamente.

Si aplicamos al nudo el principio de conservacion de la carga, o sea
consideramos que en el nudo ni se crea ni se destruye carga alguna, debemos
concluir que la carga que entra al nudo tiene que salir de él.

Por lo tanto concluimos que en el nudo en un intervalo At se cumple:

(14)  Agq, +Aq; = Aq, + Aq,
Si dividimos ambos miembros de la ecuacion anterior por At tenemos:
(15) L+L=1+1,
Este resultado se puede extender a cualquier numero de conductores todos

unidos al mismo nudo y se expresa diciendo que: La suma de las corrientes
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entrantes a un nudo es igual a la suma de las corrientes salientes del nudo. Esto

constituye la ley de Kirchhoff de las corrientes.

La ley de Kirchhoff de las corrientes suele expresarse de esta otra manera: La
suma algebraica de las corrientes que se dirigen a un nudo es igual a cero.

Esta ultima expresion se indica en forma matematica asi:

(16) > +1=0

Veremos que los dos enunciados son equivalentes. Tomemos la ec. 15 y
trasponiendo términos al primer miembro:

(17) L+L-L—-1,=0

Enlaec. 17 11 e I3 aparecen en el primer miembro con signo positivo, mientras
que I> e I4 aparecen con signo negativo. El segundo miembro de la ecuacion es
igual a cero. Si observamos la fig. 7 vemos que las dos corrientes que aparecen
con signo positivo en la ec. 17 son ambas entrantes al nudo, lo cual se ve
facilmente, pues la punta de la flecha que indica el sentido de la corriente apunta
hacia el nudo.

Por su parte Iz e I4, que aparecen con signo negativo, son salientes del nudo
como lo indica claramente la flecha.

Hubiera sido posible escribir la ecuacion 17 en forma mecanica asignando
signo positivo a las corrientes entrantes al nudo y signo negativo a las corrientes
salientes del nudo, sumarlas algebraicamente e igualarlas a cero. Se hubiera
obtenido asi, en forma compacta la ec. 16, repetida aqui:

> +x1=0

Obsérvese que asignar signo positivo a las corrientes entrantes y signo
negativo a las salientes es arbitrario. Podria haberse tomado una asignacion de
signos contraria y las ecuaciones resultarian equivalentes:

L+L,-1L-1,=0

-, -L+L+1,=0
Las dos ecuaciones anteriores son equivalentes, ya que basta con multiplicar

cualquiera de ellas miembro a miembro por -1 para obtener la otra.
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2.10 Ley de las tensiones de Kirchhoff

Considérese el circuito de la figura 8. b
Supongamos que una carga q Se

desplaza desde el punto a hasta el

a c
punto b. En ese trayecto, la carga
disminuira su energia potencial @
eléctrica en una cantidad:
figura 8

AE, =q-V,
donde Vab = Va - Vb, es la diferencia de potencial entre los puntos a y b.
Si la carga recorre un camino cerrado, por ejemplo a-b-c-a, al retornar al punto
de partida tendra la misma energia potencial eléctrica, por lo que su variacion
sera nula:
AE =0
Por lo tanto la carga habra ganado en el generador la misma cantidad de
energia que perdido en las resistencias. Esto puede expresarse mediante la
siguiente ecuacion:
(18) AE,+AE,+ AE, =0
donde AE: es la variacion de energia que experimenta la carga entre a y b, AE2 es
la variacion de energia entre los puntos by ¢, y AE3 es la variacion de energia de
la carga q entre c y a.
Teniendo en cuenta que AE1 = q-Vab, AE2 = q-Vbe ¥ AE3 = q-Vea, sustituyendo en
la ecuacion 18 se tiene:
(19) q-V4p+q-Vy,+q-V,=0
dividiendo miembro a miembro por q se tiene:
(20) V,+V,.+V, =0
La ecuacion anterior es la expresion matematica de la ley de tensiones de
Kirchhoff.
Dicha ley expresa que:
En un camino cerrado de un circuito eléctrico, la suma algebraica de las
tensiones es igual a cero.
Obsérvese que la ley habla de la suma algebraica, por lo que alguna de las
expresiones Vab, Vbe 0 Vca debe ser negativa (pero no todas), para que la ec. 20 se

cumpla.
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En forma compacta podemos expresar la ley de tensiones por la ecuacion:
(21) Y +V=0

Esta ley expresa tedricamente algo facilmente comprobable con un voltimetro
en un circuito eléctrico. Si se miden con un voltimetro electrénico las tensiones
alrededor de un camino cerrado, la suma debe ser cero.

Es necesario senalar que para tomar las medidas de las tensiones con el
voltimetro, se debe colocar el positivo del voltimetro en el terminal indicado por el
primer subindice y el terminal negativo en el otro.

De esta manera algunas de las tensiones seran positivas y otras negativas.

2.11 Conexion de resistencias en serie

Se dice que dos resistencias estan en
serie cuando son recorridas por la

misma corriente. El ejemplo mas

sencillo se ve en la figura 9.

AR

Veremos el resultado de esta U v
conexion a partir del analisis de este £
. figura 9
circuito.

En él tenemos:

(22) V_,+V,= V,

De la aplicacion de la ley de Ohm resulta:

(23) V,=I1-R; ; V, =IR,

por lo que sustituyendo en la ec. 22:

(24) IR, +1-R,=V,
Dividiendo ambos por I:

\%
(25) =R, +R,

De acuerdo con la ecuacién 25, una unica resistencia de valor R, + R, hara que

el generador entregue una corriente del mismo valor a la que circula por el
circuito de la figura 9.

Se dice por lo tanto que la resistencia equivalente de dos resistencias en serie
es una resistencia igual a la suma de las resistencias conectadas en serie.

Esto es valido para cualquier numero de resistencias conectadas en serie.
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2.12 Conexion de resistencias en paralelo

Se dice que dos resistencias o dos

conductancias estan conectadas en

paralelo cuando tienen Ila
tension aplicada entre sus

(figura 10).

misma

bornes CAD Ig
G, G,

Aplicando la ley de Ohm a las b

conductancias G, y G, se tiene:

(26)
Por la ley de las corrientes:

(27)
por lo que:

(28)

(29)

De la ecuacion 29 concluimos que la conductancia

conductancias en paralelo es su suma. Esto es valido para cualquier nimero de

conductancias.

Ejercicios

1) Verificar que la resistencia equivalente de dos resistencias en paralelo es el

figura 10

L=V, G ; L=V, G

=1 +1,

=V, G +V, G,

Ig
V_=G1+G2

ab

producto dividido la suma de ambas resistencias.

2) Verificar que la conductancia equivalente de dos conductancias en serie es

el producto dividido la suma de ambas conductancias.

equivalente de dos
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2.13 Agrupaciones de elementos serie - paralelo

Es 1til para el analisis de algunos circuitos la simplificacion del circuito a
partir de la agrupacion de elementos en serie y en paralelo.

Es importante senalar que no todo circuito puede ser simplificado mediante
estas técnicas. Para esos fines se han desarrollado técnicas mas avanzadas,

que seran tratadas mas

adelante.
A modo de ejemplo,

considérese el circuito de la

figura 11.
Este circuito se puede
reducir de la siguiente fig. 11 L

manera:
1°) Reconocemos que Rp y Rc tienen la misma tension aplicada en sus
terminales, por lo que estan

en paralelo. Asi, el circuito

se puede simplificar (fig. 12)
En el circuito de la figura

12, de acuerdo a lo ya visto:

||
—=—+

1
R, R, R, figura 12

C

2°) Se ve claramente en la figura 12 que Ray Rbe estan en serie por estar

recorridas por la misma corriente.

Con esta nueva simplificacion se
tiene el circuito de la figure 13.
En este ultimo circuito se tiene

que:

Rabc = Ra + Rbc

figura 13

Para calcular las tensiones y corrientes en cada elemento, debe desandarse el

camino anterior.
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Asi:
=
! Rabc
VNO VNO
VNO = Ia ’ Rbc ’ Ib = Rb b Ic = Rc
Ejercicio

En el circuito de la figura 11, sea:
Vg=24V. , Ra=4Q ,Rb=6Q ,Rc=30Q
Calcular todas las tensiones y corrientes y verificar que se cumplen las

leyes de Kirchhoff.

Como ejemplo de circuito que no puede ser resuelto por agrupaciones serie -

paralelo se tiene el de la figura 14.

fig. 14

Como no se puede identificar una tension comtn a dos resistencias, ni una
corriente comun a dos de ellas, se puede concluir que no existen en este circuito

ni agrupaciones serie ni paralelo.
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2.14 Divisor de tension

Siempre que haya dos resistencias conectadas en serie se puede calcular
facilmente la tension en cada una de ellas, suponiendo conocida la diferencia

de potencial entre los

extremos de la agrupacion y A R, B R, C
los valores de las —0—)—\/\/\/\/\—0—\/\/\/\/\—0—
resistencias. !
Asi en el circuito de la figura 15
figura 15 se tiene:
V., 'R V.'R

Esto ultimo se puede demostrar facilmente teniendo en cuenta que:
(31) I= L

R, + R,

y que multiplicando el valor de la corriente por cada una de las resistencias se
obtiene el valor de tension en sus bornes.

Esto se puede generalizar para cualquier numero de resistencias: La tension
sobre una resistencia cualquiera de una serie es igual a la tension en los extremos,
multiplicada por la resistencia en cuestion y dividido por la suma de todas las
resistencias.

Esto ultimo constituye el enunciado de lo que algunos autores denominan el

teorema de division de tensiones.
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2.15 Divisor de corrientes

Si se conoce la corriente que entra en un paralelo
de dos resistencias, la corriente en una rama
cualquiera se puede calcular facilmente (figura 16).

Demostraremos a continuacion que:

-G, I -G,

b6 e, e,

En efecto, la tension Vas sera igual a la corriente
total (It) dividida por la conductancia equivalente, o
sea G1 + Ga2. Luego, multiplicando Vas por cada una
de la conductancias de rama, se obtienen las

corrientes I1 e Io.

figura 16

También se puede generalizar este resultado para cualquier numero de

resistencias en paralelo. La corriente en una rama cualquiera de un paralelo de

resistencias es igual a la corriente total que entra a la agrupacién, multiplicada por

la conductancia de la rama en cuestion y dividida por la suma de todas las

conductancias de la agrupacion.

Esto ultimo constituye el enunciado del llamado teorema de division de

corrientes.

Ejercicio

Para agrupaciones de 2 elementos, plantear las expresiones del divisor de

tension con conductancias y del divisor de corrientes con resistencias.
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Problemas

1)

2)

3)

4)

() cu ) Al )

Dos conductores, uno de cobre de 4 mm? de seccion y 3000 m de largo y

otro de aluminio de igual seccion y 2000 m de largo se hallan unidos como
muestra la figura.
Si se aplica a los extremos una tension de 10 V, determinar la corriente y

la tension en cada conductor.

24Q

A 24Q 0,10 B

12Q

s VAVAVAVan

Hallar la resistencia y la conductancia equivalentes entre los terminales A

y B.

En paralelo con una conductancia de 0,1 mhos se desea conectar una
resistencia para obtener una resistencia equivalente de 3 ohmios.

Determinar el valor de dicha resistencia.

Calcular la tension y corriente en cada elemento.

0,40 30Q 20Q2
A

10Q 5Q
LA N

+_
18V
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S)

6)

7)

Calcular las corrientes y tensiones en cada elemento.

3Q
(V 0,1250
0,5A 0,6A
0,20
L
220V 10Q
.

Una linea de alambre de cobre lleva energia eléctrica hasta una carga que
presenta una resistencia de 10 ohmios. La longitud de la linea es de 150
metros y la seccion de los conductores es de 0,8 mm?. Calcular el voltaje
en la carga, la potencia disipada en los conductores y la potencia en la

carga.

A : B
I 0,05 Q

6V

Calcular la tension V,, para los siguientes valores de corriente: I = 0, 10,

20 y 40 amperios. Construir la grafica de la tension V,; en funcién de la

corriente I y compararla con la grafica de la figura 4. ¢Que conclusion

puede extraer?
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8)
+ — |
0,5 I,5A
Hallar el circuito cuya grafica tension-corriente se ve en la figura.
9)
20 Q
25Q 25 Q 5Q

0,2 A

Calcular Ix.

10) Calcular la intensidad de la corriente en una lampara incandescente de
40 W, 220 V.

¢Cual es su resistencia?

11)

®
I,5A
10 Q

Determinar el valor de Rx.
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12)

13)

14)

Una bateria de 6 voltios se carga durante 4 horas con una corriente de 2

amperios y durante 2 horas mas con una corriente de 1,5 A.

a) Calcular la carga y la energia acumuladas en ese tiempo (6 h)

b) ¢Cuanto tiempo demora la bateria en devolver esa energia si se le

conecta una resistencia de 10 ohmios ?

4 0,75

20V

Los valores de las resistencias estan expresados en ohmios.

Si se sabe que Vag = 5 V|, calcular R1 y Ro.

Una linea de dos conductores de cobre alimenta una carga por la que
circula una corriente de 1 amperio. La tension en la carga es de 200

voltios y la tension del generador es de 220 voltios. Calcular la seccion de

los conductores si el largo de la linea es de 1500 metros.
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Ing. Juan C. Bonello, Ing. Pedro Castro

3.1 Introduccion

En este capitulo se extenderan los métodos vistos en el capitulo anterior, con
la finalidad de aplicarlos a la resolucion de circuitos mas complejos.

Resolver un circuito significa calcular una o mas magnitudes en funcion de
otras expresamente conocidas que denominaremos datos.

Dada la complejidad de los circuitos que el estudiante manejara, se hace
necesario sistematizar métodos de resolucion.

Los meétodos que estudiaremos a continuacion, se basan en las leyes de

Kirchhoff y la ley de Ohm.

3.2 Definiciones y convenciones de redes

Definiremos como:

Nudo: Unidén de dos o mas conductores.

Lazo: Camino cerrado en una red que no pasa dos veces por el mismo
punto.

Rama: Camino que va de un nudo a otro por el que circula una misma
corriente.

Malla: Lazo que no contiene ningun otro lazo interior.

Corriente de rama: Es la corriente que circula por una rama.

Corriente de malla: Es la corriente que circula por el camino formado
por todas las ramas que forman una malla.

Potencial de nudo: Es el potencial de un nudo referido a cualquiera
tomado como referencia.

Tension de rama: Es la diferencia de potencial entre los nudos

extremos de la rama.



3. Ecuaciones de redes 3-2

Para aclarar estas
b /\ c
definiciones, obsérvese el U
circuito de la figura 1. -

Se han marcado en ella
todos los nudos con letras de
a hasta i. El camino de unioén
entre dos nudos es una rama,
por lo que cada elemento
eléctrico tiene asiento sobre
una rama. Es comun
considerar como rama a dos
o mas elementos recorridos

por la misma corriente y

unidos por nudos tales como

losb,c, gei.

fig. 1

En la fig. 1 se han marcado dos lazos con una linea punteada. El lazo interior
que no contiene otro lazo constituye una malla. Como ejemplo de corriente de
rama anotamos la corriente que circula entre los nudos e y h, marcada con una
flecha superpuesta al conductor y que indica el sentido de la corriente.

La corriente de rama es la corriente que se mediria intercalando un
amperimetro en la rama en cuestion.

La corriente de rama se puede calcular como la suma algebraica de las
corrientes de malla a las cuales la rama es comun. En el caso de la rama
considerada anteriormente:

I,=1+1I

La tension de la rama eh seria la diferencia de potencial entre los nudos

extremos de la rama. O sea:
Veh = Ve - Vh
La tension de rama seria la tension que se mediria con un voltimetro

conectado en los nudos extremos de la rama.
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Fijaremos ahora ciertas normas a las cuales debera cenirse el estudiante
para facilitar la escritura de las ecuaciones de una red:
i) Se puede cambiar el sentido de una corriente cambiando su signo. En la

figura 2 se da un ejemplo de estas dos notaciones. De acuerdo con ésto se

tiene:

I=2A L=-2A
fig. 2

ii) La diferencia de potencial entre dos puntos de un circuito se puede indicar

mediante dos subindices. Asi por ejemplo en la figura 3, V_, = 2 V significa

que la diferencia de potencial entre el punto a y el punto b es de 2 voltios.

Vab = Va - Vb
Puede verse que
Vab = - Vbal

También puede indicarse una diferencia de potencial mediante los signos de
+ y de — en los puntos entre los cuales se mide esa diferencia de potencial. Asi

en la figura 3:

vV, = -V,
SN L TN
ae eb +o o_
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iii) Como resultado de las normas anteriores se tiene (fig. 4).

a o> — AN\ N\V\"—=eb Vap = II'R
L R L vV, =-LR
fig. 4

iv) Para establecer si un elemento entrega o consume energia, basta con
determinar el signo de la potencia que en él se desarrolla. Si el signo de la
potencia es positivo, el elemento consume energia. Si el signo es negativo, el
elemento entrega energia al circuito.

Debe tomarse en cuenta el sentido de la corriente respecto a la diferencia de

potencial para determinar el signo del producto, tal como se ve en la figura 5.

+ €V, > - +«V, > -
—> ——— - —— > — — e ——— i — P
I a b a b I

P=V, I P=-V,I

fig. 5
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3.3 Meétodo de las corrientes de malla

En este método para resolver un circuito eléctrico, las incoégnitas son las
corrientes de malla.

Se debe plantear en cada malla de la red la ley de tensiones de Kirchhoff.

Al plantear una ecuaciéon por cada malla, se obtiene un sistema de
ecuaciones. Aplicando este método, el nimero de ecuaciones que se obtiene es
igual al nimero de incognitas, por lo tanto el sistema tiene solucion.

A fin de introducir el método de manera progresiva, comenzaremos con un

circuito de una sola malla (fig. 6).

Vg,
a m b
/

- - — = ——

) ngk_j
figura 6

Se suponen conocidos los valores de las resistencias y de las tensiones de los
generadores y se desea conocer la corriente que circula en el circuito. Esta sera
la misma para todas las ramas e igual a la corriente de malla I, a la que se
supone un sentido arbitrario.

Aplicando la ley de tensiones en el camino cerrado a-b-c-d-e :

(1) V,+V, +V,+V, +V_ =0

Los valores de cada una de las tensiones de la ecuacion anterior pueden
escribirse como:

(2) Vi =—Vg, Vi =R, V=R,
Vde = ng Vea = IRI

Sustituyendo las expresiones del grupo de ecuaciones (2) en la ecuacion (1) se
obtiene:

(3) —-Vg,+I'R,+ 'R, + Vg, + 'R, =0
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De donde se puede despejar I:

Vg,—Vg,

(4) I=——0m—
R,+R,+R,

El valor de la corriente I puede resultar positivo o negativo. Si Vg, > Vg , I
sera positiva. Si por el contrario Vg, < Vg,, I sera negativa. En el caso que
Vg, =Vg,, I sera cero.

Circuito de 2 mallas
Si el circuito tiene dos mallas, se supone una corriente por cada malla con

sentidos arbitrarios (fig. 7).

R, Ve

b M)

—/

- — — = —
I |
I J

—_—— == — —
R, d V
- T
| Lo
Vg,

O,

figura 7

La ley de las tensiones de Kirchhoff aplicada a las dos mallas expresa:

(5) V,+V, . +V,+V,=0

Vuyt+t Vet V,.+V,=0
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Ahora bien:

(6) Vab = I1'111 Vbc = _Vgl Vcd = _ng
Vi, =(-1)R, V=-V4u=(L-1)R,
Vdc = Vg2 Vce = Vg3 Vea = 12.R3

Con respecto a las ecuaciones (6), obsérvese que por R, circula la suma de 2

corrientes: I, e I,. Es importante observar el sentido de estas corrientes, ya que

si circulan ambas en el mismo sentido se suman y si circulan con sentidos
opuestos se deben restar. Esto es muy importante para la correcta escritura de
las ecuaciones de la red.

Sustituyendo las expresiones de las ecuaciones (6) en las ecuaciones (5) se
obtiene:

(7) 1R, — Vg — Vg, +(I,-L)R, =0

(L,—=1,)R, + Vg, + Vg, + I,;R; =0

Ordenando estas ecuaciones:

(8) (R1+R2)Il - R, I, = Vg, + Vg,

- R, I, + (R2+R3)Iz =— Vg, — Vg,

Es conveniente que el estudiante adopte este método de plantear las
ecuaciones de malla (ec. 8), que consiste en escribir cada término ordenado
segln su incognita y agrupar los términos independientes (generadores) en el 2°
miembro de la ecuacion.

Debe notarse que las ecuaciones (8) constituyen un sistema de dos

ecuaciones con dos incognitas, las dos corrientes de malla I, e I,. Este sistema

de ecuaciones puede ser resuelto por cualquiera de los métodos usuales.
En general, para un circuito de n mallas, se asignaran n corrientes de malla y
se plantearan las ecuaciones de tensiones para cada malla, conformando asi un

sistema de n ecuaciones con n incognitas.
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Ejemplo numérico
Para el circuito de la figura 7, supéongase que los valores de las resistencias y
los generadores son:
R, =10Q R,=20Q R, =40Q
Vg, =10V Vg, =20V Vg =2V
Sustituyendo estos valores en las ec. (8):
12-1, — 2-1,=30
=21, + 61,=—22
Para resolver este sistema, multiplicaremos la ler ec. por 3:
36:I, — 6:1,=90
Si a esta ecuacion le sumamos la segunda:
341, = 68
de donde:
[ =2A

Con este valor de I, en cualquiera de las dos ecuaciones originales se obtiene:

L,=-3A

Verificacion

Una vez calculados I, e I,, sustituyendo sus valores en las ecuaciones (6) se

27

tiene:
Vab= 20V Vda= 10V
Vd=—10V V. _=-12V
au ea

Con estos valores y las tensiones de los generadores, se tienen todas las
tensiones de rama del circuito.
En la figura 8 se ha vuelto ha dibujar el circuito anteriormente resuelto,
indicandose cada una de las tensiones calculadas anteriormente.
Si se toma un camino cerrado cualquiera, por ejemplo el camino a-b-c-e-a y
se suman las tensiones:
20-10+2-12=0

lo cual verifica la ley de tensiones de Kirchhoff.
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Para completar la verificacion, habria que sumar las tensiones en un lazo que

incluya la rama del medio, lo cual se deja a cargo del estudiante.

/20\/\ /10V\
+ - -\ +

ao—\/\/\/\/\ ® U @ C

R, b Ve,
10V 20V
¥ NN
a - +o+ U _oc
d Ve,
3

Vg,
ai+—\/\/\/\/\ -e.- @ +oc
NN

figura 8

0
R2
R
2V
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3.4 Método de los potenciales de nudo

Para aplicar este método, se comienza eligiendo un nudo de referencia.
Generalmente se elige el nudo en el cual confluyen mas ramas. Esto se hace a fin
de simplificar las ecuaciones resultantes.

Las incognitas seran entonces los potenciales de cada uno de los nudos del
circuito respecto al nudo de referencia, al cual se le asigna potencial cero.

A continuacion se asignara una corriente por cada rama de la red, con
sentidos arbitrarios.

Luego se escribiran las ecuaciones correspondientes a la ley de las corrientes
de Kirchhoff para todos los nudos, excepto en el nudo de referencia.

Aplicando la ley de Ohm, se sustituira en las ecuaciones anteriores cada
corriente por su expresion en funcion de los potenciales de nudo
correspondientes.

Como se tienen tantas ecuaciones de la ley de corrientes como nudos tiene el
circuito menos uno (el de referencia), se tiene un sistema de ecuaciones en
numero igual al de incognitas (los potenciales de cada nudo).

Este sistema de ecuaciones podra ser resuelto por cualquiera de los métodos
usuales.

Una vez obtenidos los potenciales de cada nudo, podran calcularse facilmente

las corrientes de rama y asi resolver el circuito.

Aclararemos el método mediante a
el ejemplo de la figura 9. I, ¢ I,
Elegido como nodo de referencia
el nodo b y asignadas las corrientes A) Ig, Cv> Ig,
de rama I, e I, (las otras corrientes G ©
de rama corresponden a los ;: of
generadores Ig, e Ig, ), la ecuacion figura 9

del nudo a es:

(9) Ig, =1, +1,+1g,

Aplicando la ley de Ohm:
(10) 1,=(V,-V,)G,

I2 = (Va - Vb)GZ
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Como el nudo b se ha elegido como referencia V, = 0, por lo tanto las ec. (10)

quedan:
(1) 1,=V,;G, , ,=V,G,

a

Sustituyendo las expresiones de las ec. (11) en la ecuacion (9) se tiene:

(12) Ig,=V,G, + VG, +Ig,
De esta ultima ecuacion se puede despejar V_ :

_ Ig,—Ig,

13) V,=
(13) G, +G,

Una vez calculado el potencial V, las ec. (11) permiten calcular I, e L,.

Circuito con 3 nudos
El paso siguiente en complejidad es el circuito de tres nudos, para el cual

describiremos el método basados en el circuito de la figura 10.

figura 10

Elegimos el nudo ¢ como nudo de referencia, V, y V, seran pues las
incognitas.
Segun el sentido asignado a las corrientes de rama y aplicando la ley de Ohm

se tiene:

(14) I,=(V,-V,G, I,=(V,-V,)G,

Ic = (Vb - VC)GC
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Como el nudo c es el de referencia, V_ = 0, por lo que las ecuaciones (14) se

pueden simplificar:

(15) Ia = Va'Ga ’ Ib = <Va_Vb)Gb ’ Ic = Vb.GC

Las ecuaciones correspondientes a la ley de corrientes de Kirchhoff en los

nudos a y b son respectivamente:

(16) Igl =Ia+ Ib
I, =1 +Ig,

Sustituyendo las expresiones de las ec. (15) en las ecuaciones (16):

(17) Igl =Va.Ga+ (Va_vb)Gb
(V.= V,)G, =V, G, +1g,

Ordenando estas ecuaciones:

(18) (Ga+Gb)Va - G, V,=1Ig
G,V, — (Gb+Gc)Vb =lg,

Las ecuaciones (18) constituyen un sistema de dos ecuaciones con dos

incognitas (V, y V,), que puede ser resuelto facilmente.

Ejemplo numérico
En el circuito anteriorment resuelto, sean:
Ig, =1,5A Ig,=0,5A G,=0,1250
G,=0,50 G.=0,2500
Sustituyendo estos valores en las ec. (18):
0,625V, — 05-V,=1,5
0,5v, — 0,75V, =0,5
multiplicando la 1% ecuacion por 1,5 :
0,9375-v, — 0,75-V, =225

Si se le resta la 2% ecuacion:

0,4375-V, = 1,75

V, =4V
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Sustituyendo este valor en cualquiera de las ecuaciones originales, se obtiene:

V, =2V

Una vez obtenidos los potenciales de nudo, pueden calcularse las tensiones y
corrientes en cada rama.

I =4x0,125=05A
I,=(4-2)05=1A
I =2x025=05A

Debe tenerse encuenta que los valores de V, y V, obtenidos, son las

diferencias de potencial de esos nudos respecto al nudo ¢, al cual se le asigno
potencial cero.

Si se hubiera tomado otro nudo como referencia, por ejemplo el a, los
potenciales serian:

V=0 , V,=-2Vy V =-4V

a
Este cambio en los valores de los potenciales de nudo se debe a que se
cambio el nudo de referencia. Sin embargo, las diferencias de potenciales se

mantienen constantes y por lo tanto las corrientes también.

Verificacion
Se ha vuelto ha dibujar el circuito (fig. 11), indicandose los valores numéricos

de las corrientes de rama y las diferencias de potencial entre nudos.

figura 11

Resulta facil ver que se cumplen en los nudos la ley de corrientes y en el

camino a-b-c-a la ley de tensiones.
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3.5 Calculo de potencias en un circuito

En los circuitos que hemos visto en las secciones anteriores, se supone que
las tensiones y corrientes de los generadores son constantes.

En base a esa hipotesis, la potencia que desarrolla cada elemento puede
calcularse de acuerdo a las convenciones del parrafo 2.

A modo de ejemplo,

10V
calcularemos las potencias /_ _\
. () Wb

a

en cada elemento del _V\ u

circuito de una malla de la

figura 6, que se repite R,= 2Q 1AV 0,5A R,= 6Q 3V
senalando  tensiones y /

_ ' d R,=40 B
corrientes en la figura 12. 7\

+
La potencia en la ) r\ }ij \ 2V /+‘

resistencia de 6 Q sera

figura 12
igual a:

P(R,)=V, 1=3x05=15W
De la misma manera, las potencias en R, y R, seran 0,5 watts y 1 watt
respectivamente.
En el generador de tension Vg, la potencia sera:
P(Vg)=-V,, I=-10x05=-5W
En el generador de tension Vg,, la potencia sera:

P(Vg,)=V, I=4x05=2W

De acuerdo a los resultados anteriores, la potencia positiva es igual a la
potencia negativa. Esto quiere decir que la potencia consumida es igual a la

potencia entregada al circuito, de acuerdo con el principio de consevacion de la

energia. El generador de tension Vg, entrega potencia al circuito, mientras que el
generador Vg, consume energia al igual que las resistencias.

Este es un ejemplo de un circuito en el cual un generador entrega energia y
otro consume energia del circuito, En cambio, las resistencias solo pueden
consumir energia de un circuito, por lo que la potencia en una resistencia

siempre sera positiva.
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3.6 Ejemplos resueltos

1) Comenzaremos resolviendo un circuito de 3 mallas, aplicando el método de

las corrientes de malla (fig. 13),

a 10Q b 20
— =7 - T )

30V N\ ' | _39_

| T
| o~ I T\ 8V
] <50 X3 ;)
—_—_— —
VVV VN —
f 30
figura 13

Las ecuaciones de malla seran:

(@) V,+ Vgt Vgt VitV =0
() V,+V,+V,+ Vig t Vg =0
(¢) Vyu+Ve +V,+V,=0

Ahora bien, de acuerdo a la ley de Ohm y los datos de las tensiones de los

generadores:
V., =101 ng =5(,- L) Vgh =10
Vi =50,-1) V., =-30 V. =21
Va=-7 Vi =3, - 1) th=—10
ng =5(I, -1 ) Vg =3I -L) Vi.=8

V=31 V,, = 5( - 1)
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Sustituyendo estos valores en las ec. a, by c:

(@) 10,4+ 5(I,—1,) + 10 +5(I,—1,)—30=0
b7) 2I1,—-7+3(I,—-1)—10+5(I,—1,)=0
(¢”) 3(I,-I,)+8+3I1 +5(.-1,)=0

Ordenando estas ultimas ecuaciones:
(1) 201, — 5I,— 51,=20
(2) —=5I,+101,— 31 =17
(3) —=5I,— 3I,+ 111, =-8

En el momento en que se obtuvieron las ecuac. a’, b'y ¢/, puede decirse que

ha terminado la parte eléctrica de la resolucion. Las ecuaciones 1, 2 y 3

presentan el sistema ordenado para su resolucién por medio de cualquier técnica

matematica apropiada. Pasaremos a resolver dicho sistema de ecuaciones.

Multiplicando la ec. 2 por 4 y sumandola a la primera ecuacion:
(1) 351, — 17-1, =88
Restando de la segunda ec. la tercera ecuacion:
(rr) 131, — 14-1,=25
Las ec. I y II constituyen un sistema de 2 ecuaciones con 2 incognitas:
(1) 351, — 17-1,=88
(1) 131, — 14-1,=25
Multiplicando la ec. I por 14 y la ec. II por 17 y restandolas, se obtiene:
269°1, = 807 ; de donde:
I=3A

Sustituyendo este valor en la ec. II :

39 - 141 =25 ; lo que nos da:
I =1A
[}
Sustituyendo los valores de I, e I_en la ecuacion 1, por ejemplo, se obtiene:

I =2A
a
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Verificacion

La verificacion consiste en comprobar la ley de tensiones de Kirchhoff en
cualquier camino cerrado. La verificacion completa debe incluir todas las ramas
del circuito. Utilizaremos s6lo una a modo de ejemplo, dejando el resto a cargo
del estudiante.

La malla elegida para la verificacion es la a-b-g-h-f-a.

Las corrientes de cada rama en la malla son:

en la rama b-h circulal -1 =-1A
en la rama h-fcirculal -1 =1A
en la rama f-b circulal =2 A
El sentido de las corrientes antedichas es el mismo que el de L.

Partiendo del nudo a y recorriendo el lazo en el sentido de la corriente I,

tenemos:

10x2 + 5(-1) + 10 + 5x1 - 30 = 0

Vab ng Vgh Vhf Vfa

Esta ecuacion verifica los calculos efectuados al menos para la malla a.

2) Como segundo ejemplo, resolveremos el circuito de 4 nudos de la figura 14.

figura 14
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Resolveremos este circuito aplicando el método de los potenciales de nudo.
A fin de facilitar la escritura de las ecuaciones, utilizaremos los valores de
conductancia en lugar de las resistencias. Asi:

G,=0,1250 G,=050 G,=020 G,=10

Como en todos los nudos confluyen 3 ramas, elijamos arbitrariamente el

nudo ¢ como referencia. Por lo tanto VC =0.
Las incognitas seran V,_, V_ y V.

De acuerdo a las asignaciones de corrientes de rama:

I, =(V, -V,) 0,125 I,=(V, -V,) 0,5
I, = (V,) 0,2 I,=(V,)1

Las ecuaciones de corrientes en los nudos a, by d son:

(a) Ig, =1, +1,
(b) Ig,+1,=1,
(d) I =1g,+1,

Sustituyendo las expresiones de cada corriente:
(@) 3=0,125(V,—V,)+0,5(V,—V,)

(b")  05+05(V,—V,)=0.2-V,
(d') 0,125(V,—V,) =05+ 1-V,

Ordenando estas ecuaciones se tiene:

(1) 0625V, —05V, —0,125V,= 3
(2)  —05V, +07-V, = 0,5
(3) —0,125-V, +1,125-V, = —0,5

Notese que se han vuelto a presentar las ecuaciones de modo de facilitar su

resolucion. Multiplicando la ec. 2 por 1,25 y sumandola a la ec. 1 se elimina la
incognita V, :

(I) 0375V, — 0,125V, =3,625
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Multiplicando ahora la ec. 3 por 5 y sumandola a la ec. 1 tenemos:
(1) —-0,5-V, +5,5V,=0,5

Las ecuaciones I y II conforman un sistema de dos ecuaciones con dos
incognitas:
(1) 0,375-V, — 0,125-V, = 3,625
(1T) -0,5-V,+ 55V,;=05
Multiplicando la ec. II por 0,75 y sumandola a la ecuacion I se obtiene:
4V, =4 ; de donde :

V,=1V.

Con este valor sustituido en la ec. 3 :

V. =13 V.

a

Sustituyendo V_en la ec. 2 :

Vv, =10 V.

Una vez obtenidos los potenciales de cada nudo, aplicando la ley de Ohm se
obtienen las corrientes de rama:
I[[=(13-1)0,125=1,5A

,=(13-10)0,5=1,5A
L=(10-0)02=2A
I,=(1-0)1=1A

El estudiante puede verificar que los resultados anteriores cumplen con la ley

de las corrientes en todos los nudos del circuito.
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3) Consideremos ahora la resolucion del circuito de la figura 15 por el método

de los potenciales de nudo.

A
— AN\ < . «—— AV
G=0050 L [ L L G=010
Vg, =24V
(D\/gl:lzv & C)
G,=0,20 G,=0,050 -
B
@
figura 15

La aplicacion del método de los potenciales de nudo puede simplificar la
resolucioén del circuito, tal como en este caso.

En el ejemplo a considerar, tendremos una sola ecuacién con una sola
incognita. Si se hubiera utilizado el meétodo de las corrientes de malla,
tendriamos 3 ecuaciones con 3 incégnitas.

Elijamos el nudo b como referencia. La ley de corrientes expresa:

L=L+1+1,
Puede verse que:
I, =(Vg, - V,)G,
Del mismo modo y tomando cuidado con el sentido del generador de tension
Vg, y el sentido de I,.
I,=(V,+ Vg)G,
Se puede ver facilmente que: [, =V -G, ; I,=V,G,
Con estas expresiones, la ecuacion de corrientes queda:
(Vg, = V,)G, =V,G,+ V.G, + (V, + Vg,)G,
En esta ultima ecuacion, la tnica incognita es V..

Dejamos como ejercicio para el estudiante la resolucion del problema para los

valores numeéricos dados en la fig. 15.
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4) Como ultimo ejemplo, aplicaremos el método de las corrientes de malla al

circuito de la figura 16.

AN~

m R,~250 ;
I, L
O y " ®

Ig,=2A R,=5Q R;=10Q Ig,=3A

figura 16

Veremos que este método da lugar a una sola ecuacion con una sola
incognita. De aplicarse el método de los potenciales de nudo resultarian 2
ecuaciones con 2 incognitas, lo que hace mas trabajosa su resolucion.

Las ecuaciones de malla seran:

(I, =I)R, + LR, + (I, - L,)R; =0
I, =1Ig,
Iy =1g,

Sustituyendo los valores de I, e I, segun las dos ultimas ecuaciones, nos

queda:

(I, - Ig,)R, + )R, + (I, — Ig,)R, =0

En esta ultima ecuacion la incognita es I, , ya que se suponen conocidos los

valores de los generadores.

Se deja a cargo del estudiante la resolucion del problema para los valores
numeéricos dados en la fig. 16.

Los dos ultimos ejemplos muestran que existen multiples caminos para
resolver un circuito. La experiencia adquirida a través de ejercicios indicara cual

es el método mas apropiado para resolver un problema concreto.
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Problemas
En todos los problemas, salvo indicacion expresa, los valores de las

resistencias estan en ohmios.

1)
10 24V
()
N\
16V 8
9 5
a) Escribir la ecuacion de la malla.
b) Calcular la potencia en cada elemento
2)
A 12
w () (DY
B
4
Calcular V, .
3)

v v

e

Calcular Rx paraque V,, =0 .
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4)

A
.

1O

0,250

®
A 0,20

.
B

a) Escribir la ecuacion del nudo a.

b) Calcular el valor de

Vg -

Calcular la corriente en cada resistencia (los valores de las resistencias

estan en ohmios)

D

0,20

0,10

0,30 CADIA

Calcular las corrientes de rama y las tensiones entre pares de nudos.
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7) 2 A 5

B
Escribir la ecuacion del nudo Ay calcular V, .

Escribir la ecuacion del nudo a y calcular la corriente en cada elemento.

Verificar que se cumple el balance de potencias.

2K 4K

v C) 0,5K (—) 6V
- +
10K

ANM—

Plantear las ec. de malla y calcular las corrientes en cada elemento.
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10) 5 35V

10V

Determinar la corriente de cada rama y hacer el balance de las potencias.

11)

36V

Determinar VAB.
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12)

0,5A

2A

VVVVN T

3

Tomando el nudo d como referencia, escribir las euaciones de

nudos y resolver el circuito.



